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1. Elsorendii nyelvek és szemantikajuk
(Tankonyv 121-125. oldal)

Klasszikus elsérendii nyelven a KL, vagyis a klasszikus elsérendii logika (ahol csak
individuumvaltozok kvantifikalhatok) formalizalt nyelvét étjiikk. Egy formalizalt nyelv
szigorlan meghatarozott grammatika szerint épiill fel. Ez megadja a nyelvi elemek
(szimbdlumok) egymashoz kapcsolasanak szabdlyait, és igy a jolképzett kifejezések osztalya is
egyértelmilen rogzitett. A formalizdlt nyelvekben a természetes nyelvi kifejezések helyét
szimbolumok foglaljék el, ami megkonnyiti a szigorti grammatika alkalmazasat. (Példaul a (p
& q) esetében a & jel hasznélatanak szabalyai egyértelmiien rogzitettek, egyértelmiibben, mint

az ,,es” sz6¢.)

I. A klasszikus elsérendii nyelvek grammatikaja

A grammatika két részre oszthato: szotarra és nyelvtani szabalyokra

A szétar: a primitiv kifejezések listdja

1. Logikai konstansok (Log): (, ), ~, &, v, D, =,=, V¥, 3,

2. Kvantifikalhato valtozok (Var): x;, x5, x, (Haszndlatos erre a célra az x, y, z sorozat is.)

3. Nemlogikai vagy deskriptiv konstansok (Con): nevek, névfunktorok, predikatumok,
mondatok természetes nyelvi formajukban vagy paraméterként, pl. a, b, ¢, F, G, p, q. A
mondatparaméterek helyett hasznalhatunk nulla argumentumt predikatumokat is.

Kiilon, az eldzbéeket atfedd csoportba sorolhatjuk a terminusokat. Term: A valtozok és a
névkonstansok egyiitt. A terminusok osztalyaba tehat olyan elemek tartoznak, amelyeket az
el6z6 osztalyokban is felsoroltunk. Kiilon osztalyként vald szédmontartasuknak technikai
jelentdsége lesz.

Nyelvtani szabalyok: megadjak, hogy a primitiv kifejezéseket hogyan kell egymashoz
kapcsolni annak érdekében, hogy jolformalt Osszetett kifejezéseket kapjunk. Céljuk tehat a
formula fogalmanak szabatos meghatdrozasa. A formula fogalmat induktiv definicidval

rogzitjik.



Induktiv definicio: valamilyen osztaly meghatarozasara szolgal. Hirom része van:

a) Bazis: Megadja a definidland6 osztdly egy részosztalyat, és rogziti, hogy ez része a
definidland6 osztalynak.

b) Indukcios szabalyok: Megmondjak, hogy ha valami az osztilyba tartozik, mi minden
tartozik még oda. (A bazis elemeibdl kiindulva hogyan képziink Gjabb tagokat az osztaly
szdmara. Az 101j tagokra ismét alkalmazhatjuk az indukcios szabalyokat, igy az osztaly ujabb
elemeihez jutunk stb.)

c) Zaradek: Kimondja, hogy csak a bazis és az indukcids szabalyok altal generalt elemek
tartoznak az osztalyba.

Példa: A bibliai teremtéstorténetet alapul véve az embert igy definialhatjuk. Bazis: Adam és
Eva ember. Indukcios szabaly: Ha x ember, és y gyermeke x-nek, akkor y is ember. Zaradék:
Mas lények nem emberek.

A formula (induktiv) definicioja

a) Bazis
(F1) Ha F n-argumentumt predikatum és ¢;, ... t, terminusok, akkor F(t;)...(t,) atomi
formula. (Ha n = 0, akkor F egy felbontatlanul hagyott mondat atomi formuléja, ha n>1,
akkor egy predikatumra és argumentum(ai)ra bontott egyszerti mondat formulaja.)
(F2) Ha t, és t, terminusok, akkor (¢; = t,) atomi formula.
(F3) Az atomi formulék formulak.
b) Indukcios szabalyok
(F4) Ha A és B formulék, akkor (A & B), (A v B), (4 o B), (4 = B) is formulak.
(F5) Ha A formula, akkor ~A is formula.
(F6) Ha x valtozo és A formula, akkor VxA és IxA is formula.
c) Zaradék

(F7) Mas formula nincs.

Az els6rendii nyelvek (L") primitiv kifejezésekbél (Log, Var, Con, Term) és a bel6lik képzett
Osszetettekbdl (Form) allnak. Azért beszélhetiink tobb elsérendii nyelvrdl is, mert a nemlogikai
konstansok és ebbdl kdvetkezden a formulak osztalya eltérd lehet. Ha Con iires osztaly, akkor a
nyelvben nincsenek se predikatumok, se nevek, se mondatparaméterek, hanem csak a valtozok
allnak rendelkezésre mint név-szerli dolgok, és csak egyetlen predikatum, a logikai konstansok

kozott szerepld =. Ez nagyon redukalt nyelvet eredményez.



I1. Az elsorendii nyelvek szemantikaja

Legaltalanosabb fogalma szerint a szemantika a nyelvi elemek és a nyelven tili valosag kozti
viszonyt vizsgalja, és szemantikai értéket tulajdonit a kifejezéseknek. Extenzionalis logikdban
ezek koziil csak a faktudlis értékekre vagyunk tekintettel. A szemantika ilyen meghatarozasa
nem hordoz magéban sajatos ontologiai elkotelezddést, ha a ,,nyelven tuli valosag” kifejezést
kellden tag értelemben vessziik. Nem kell példaul ragaszkodnunk hozza, hogy e ,,val6sagban”
(csak) meghatarozott fajtaja (példaul fizikai) dolgok legyenek.

A. A nyelvi elemek és a valosag viszonyanak, vagyis a faktualis érték megadasanak eszkdze €s
folyamata az interpretacid, illetve az értékelés.

B. Az interpretacio €s az értékelés fogalmanak tisztazasa utan a nyelvi elemek (Log kivételével)

minden osztalya szdmara definidlhatunk faktualis értéket.

A.

A./a. Interpretacio
Az interpretéaciot eloszér (Tankonyv 52. oldal) tigy hataroztuk meg, hogy a logikailag elemzett
mondatok (formuldk) interpretdlasa azt jelenti, hogy faktudlis értéket rendeliink a fel nem
bontott kifejezések mindegyikéhez. Ez a nulladrendii elemzésre vonatkozo6 definicid volt, ahol a
felbontatlan kifejezések mondatok (0-argumentumt predikatumok) voltak. Ezekhez kellett
faktualis értéket (1 vagy 0) rendelni. Ezt a 1€pést ezutan is interpretacionak fogjuk nevezni.
Késobb (Tankonyv 73. oldal) az elsérendii interpretalas fogalmaval is megismerkedtiink, de
még az elott, hogy a valtozokat és a kvantorokat tekintetbe vehettilk volna. Az interpretacio
szabalyait predikatumok, nevek és atomi mondatok (0-argumentumu predikdtumok), vagyis a
nemlogikai konstansoknak (Con) esetére kaptuk meg. (Ezek a szabalyok tehat magukban
foglaltdk a nulladrendli elemzéshez tartozé interpretdciot is.) Az interpreticionak ezen a
fogalman most sem fogunk moédositani, csak egzaktabbul fogjuk kifejezni.
E szerint az interpretacid (Ip) olyan fiiggvény, amely Con elemeihez faktudlis értéket rendel.
(Mtveletként, folyamatként felfogva az interpretacid az az aktus, amikor Con elemeihez Ip
fliggvény segitségével faktualis értéket rendeliink.)

—» Vajon miért nem targyai az interpretacionak Log és Form elemei is?

Ip=(U, @)

( ) arendezett n-esek megadasara szolgalo zarojel.

U a targyalasi univerzum: egy nemiires individuumtartomany.



@ egy fiiggvénykapcsolat, egyértelmii megfeleltetés, amely a Con minden eleméhez
hozzarendel

A. vagy egy u-t, vagyis U egy elemét (u € U),

B. vagy U-ra val¢ tekintettel az egyik igazsagértéket (0, 1),

C. vagy u-k rendezett n-eseit.

@ miikddési szabalyai Con kiilonbozo tipust elemeire:

A. Ha c névkonstans, akkor @(c) € U (Névhez az U egyik elemét rendelje!) Magyarazat: @(c)
egy konkrét individuumot jeldl, azt, amelyiket @ fiiggvény ¢ névkonstanshoz rendeli. Ha
példaul ¢ a ’Cicero’ név konstansa, akkor @(c) a hus-vér Cicero, aki természetesen U egyik
eleme.

B. Ha F O-argumentumu predikatum, akkor &(F) € {0, 1} (Mondatokhoz az egyik
igazsagértéket rendelje!)

C. Ha F n-argumentumu predikdtum és (n > 1), akkor &(F) az u-kbodl képezhetd rendezett n-
esek egyik osztidlya, mégpedig az, amelynek elemeire a predikdtum igaz. (Predikdtumhoz
terjedelmet rendeljen!) Egy predikdtumot ugy interpretalunk, hogy az adott targyalasi
univerzumban, a vilag egy adott allasanal megmutatjuk, hogy mely individuumok &llnak
egymassal a predikdtum altal megnevezett viszonyban (n > 1 esetén), illetve, hogy melyekre

igaz (n = 1 esetén).

A./b. Ertékelés

Az értékelés olyan (v) fiiggvény (vagy mas megkozelitésben olyan miivelef), amely a Var
elemeihez, vagyis a valtozokhoz faktudlis értéket rendel, tehat egy-egy u-t rendel hozzajuk,
ahol u € U. (Ez olyannyira hasonlit az interpretacié miveletéhez, hogy akar a ,,valtozok
interpretalasanak™ is nevezhetnénk. Az eltérd megnevezést az motivalja, hogy igy a valtozok
faktualis értékének megadéasa a tobbi kifejezésétdl terminoldgiailag is elkiilonithetd, aminek a
késébbiekben jo hasznat vessziik majd.)

v mukddési szabalya:

Ha x € Var, akkor v(x) € U (Rendelje a valtozohoz U egyik elemét, vagyis egy konkrét
individuumot!)

Ez a szabdly csak annyit mond, hogy v rendeljen x-hez egy individuumot, vagy hogy az
értékelés a valtozokhoz a targyalasi univerzum valamelyik elemét rendeli, de azt nem mondja

meg, hogy melyiket. A v-r6l akkor tudnadnk meg tobbet, ha pontrél pontra megadnank, hogy



melyik valtozohoz (x-hez, y-hoz z-hez stb.) melyik individuumot rendeli. Ha azt akarjuk
mondani, hogy v értékelés éppen u-t rendeli x-hez (tehat, hogy v(x) = u), azt igy jeloljik: v[x:
u]. Ez a v értékelés x-hez természetesen u-t rendeli, vagyis: v[x: u](x) = u Amikor a Tankonyv a
123. oldalon igy fogalmaz: ,v[x: u] jeloli azt az értékelést, amely legfeljebb annyiban
kiilonbozik v-t6l, hogy x-hez az u értéket rendeli.” A ,legfeljebb™ kitétel az jelenti, hogy
lehetséges, hogy nem is kiilonbozik tdle: akkor tudniillik, ha olyan v-rél van sz6, amely mar
eleve u-t rendelné x-hez.

Ezaltal még nem hataroztuk meg teljesen v-t, hiszen nem adtuk meg, hogy milyen értéket
rendel példaul y-hoz. Attdl ugyanis, hogy v[x: u] egy fiiggvény, amely x-hez u-t rendeli, egy
masik valtozoéhoz rendelhet valami mast.

Ha y # x, akkor v[x: u](y) = v(y)

Vagyis az x-hez u-t rendel6 v fliggvény egy masik valtozo, tehat egy olyan y esetében, amely
kiilonbozik x-t6l, a v(y) értéket veszi fel. (Hogy ez konkrétan mi, az attol fiigg, melyik v
fliggvényrdl van szd. Errdl a fliggvényrdl ugyanis a v[x: u] képlet keveset arul el. Mindossze
annyit, hogy milyen értéket rendel x-hez, azt azonban nem, hogy milyen értéket rendel valami
mashoz.)

Ha viszont y ugyanaz a valtoz6, mint x, a v[x: u] fiiggvény nyilvan v(x) értéket rendeli hozza,
ami nem mas, mint u. Hiszen v[x: u] épen azt jelenti, hogy a v(x) értéke u. Tehat

Ha y = x, akkor v[x: ul(y) =u

2

(Figyelem! A Tankonyv 123. oldalanak utols6 képlet-sora az ,,6s” mentén tagoldodik.

Szerencsésebb lett volna két sorba irni.)

B.

B./a. A terminusok és a formulak faktualis értékei

Terminusok: a Var elemei és Con elemei koziil a névkonstansok.

Formulék: az induktiv definiciéval megadott osztaly elemei. (A bazis kimondta, hogy Con azon
elemei, amelyek nem terminusok, vagyis a nulladrendii elemzés atomi mondatai, valamint a
predikatumok (koztiik az azonossag) argumentumokkal kitoltve a formulak kozé tartoznak. Az
ezekbdl Log segitségével képzett kifejezéseket az indukcids szabalyok soroltadk a formulak
kozé.)

|4],” jelenti 4 faktualis értékét adott interpretacio és értékelés mellett. A | | zardjel a kozé irt

kifejezésbdl annak faktualis értékét képzi. A tovabbiakban, amikor a terminusok ((S1)-(S2)), €s



a formulak ((S3)-(S8)) faktualis értékeit kivanjuk megadni, az ” szimbolumot nem irjuk ki,
mert az interpretacidt adottnak vessziik.
A most kovetkezd targyalas épit az A. alfejezetben kifejtettekre. De mig ott azt mondtuk el,
milyen szabalyok szerint miikodik azt értékelés, illetve interpretacid, most azt fogalmazzuk
meg, mi lesz a faktudlis értéke az egyes nyelvi elemeknek, ha értékeljiik, illetve interpretaljuk
Oket. Amikor példaul még csak a szabdlyokat rogzitettiik, a valtozokkal kapcsolatban azt
koveteltik meg, hogy faktualis értékiik legyen az U eleme. Most ennél tobbet mondunk,
amennyiben U egy konkrét elemérdl besz¢éliink majd. Igaz, hogy melyikrdl, azt most sem adjuk
meg, ugyanis nem adjuk meg azt sem, hogy konkrétan melyik értékelésrél van szo.
(S1) Ha x € Var, akkor |x|, = v(x).
Kiolvasas: Egy individuumvaltozé faktualis értéke az, amit az 6t értékeld fliggvény szdmara
kijelol. (Mégpedig v(x) € U.)
Magyarazat: Az értékelés a valtozohoz a targyalasi univerzum egy elemét rendeli (ezt jeloli ki
a szamara), mert az individuumvaltozoé individuumnevekkel helyettesithetd be, a nevek
faktualis értéke pedig a jeldlet, vagyis egy individualis dolog. Tehat az individuumvaltozéhoz
(x), amely névjellegli valami, az értékelés (v), amely a faktualis érték hozzarendelését jelenti,
csak egy konkrét dolgot, egy individuumot rendelhet a targyaldsi univerzum (U) elemei
koziil.
(S2) Ha c névkonstans, akkor |c|, = &(c).
Kiolvasas: Egy névkonstans (névparaméter) faktualis értéke az, amit az Ot interpretald
fiiggvény szamara kijeldl. (Mégpedig d(c) € U.)
Magyarazat: A képletben a v tulajdonképpen felesleges, hiszen az individuumnév konstansa
nem tartalmaz értékelhetd valtozot, ezért faktualis értékét csak az interpretacidja adja meg.
Korabban lattuk, hogy az individuumnevekhez az interpretacio fliggvénye U egyik elemét, az
individualis objektumok egyikét rendeli.
(S3) Ha F 0-argumentumu predikatum, akkor |F|, = A(F).
Kiolvasas: Egy 0-argumentumu predikatum (felbontatlanul hagyott allitas) faktualis értéke az,
amit az interpretacidja tulajdonit neki. (Mégpedig AF) € {1, 0}.)
(S4) Ha F n-argumentumu predikatum, és n>1 és t;, ... t, terminusok, amelyek @ és v szerinti
faktualis értékei rendre uy, ..., u,, akkor |F(t;) ... (t)y = 1, ha (u;, ... u,) € AF), és 0
egyébként.
Kiolvasas: Egy m-argumentumu predikdtum argumentumhelyeinek kitoltésével keletkezd

mondat faktualis értéke pontosan akkor 1, 4a a predikatum interpretacidja a predikdtumhoz (a
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predikatum igazsagtartomanyaba) sorolja azt a rendezett n-est, amelynek tagjai a mondat
megfeleld sorrendbe allitott terminusainak faktudlis értékei. (|¢;], = u; stb.)
Magyarazat: A ,,@ és v szerinti faktudlis értékei” kitételre azért van sziikség, mert a
terminusok kozott lehetnek névkonstansok, amelyekhez @, és lehetnek valtozok, amelyekhez
v rendel faktualis értéket. Korabban lattuk, hogy ha F' n-argumentumu predikatum és (n > 1),
akkor A(F) az u-kbdl képezhetd rendezett n-esek egyik osztalya. Ha pl. n = 2, akkor @(F)
azoknak a rendezett paroknak az osztalya, amelyekre F igaz. Ez az osztaly F' faktualis értéke.
Ha tehat (u;, ... u,) olyan rendezett n-es, amely beletartozik F faktudlis értékébe, akkor az
F()) ... (¢, formula igaz.
(S5) Ha t; és trterminusok, akkor |t; = ta|, = 1, ha |ti|, = |t2], és 0 egyébként.
Kiolvasas: Két terminusbdl az azonossagpredikatummal képzett formula vagy mondat
faktualis értéke pontosan akkor 1, ha a két terminus faktualis értéke megegyezik.
(S6) Ha A és B formulak, akkor
(4 & B)|, =1, ha |A|, = |B], =1, és 0 egyébként.
|(A v B)|, =0, ha |4], = |B|, =0, és 1 egyébként.
(4> B)|,=0, ha |4|,= 1, |B|, =0, és 1 egyébként.
|(4=B)|,=1, ha |A|, = |B|,, és 0 egyébként.
Magyarazat: Az alapvetd kétargumentumu igazsadgfunktorokat korabban a faktualis értékiik
(igazsagszabalyuk) alapjan definidltuk. Itt tulajdonképpen ezeket az igazsdgszabalyokat
idéztiik fel, bar most az igazsagfunktorokkal képzett egyszerii formuldk faktualis értéke, és
nem kozvetleniil az igazsagfunktorok faktualis értéke érdekel benniinket.
(S7) Ha A formula, akkor |~A|, = (1 — |4],)
Kiolvasas: Egy negalt formula igazsagértékét ugy kapjuk, hogy a formula igazsagértékét (0
vagy 1) kivonjuk egybdl.
(S8) Ha x valtozé és A formula, akkor
|VxA|, = 0, ha van olyan u € U, hogy |A|,x.,1= 0, és 1 egyébként.
Kiolvasas: Egy univerzalisan kvantalt kifejezés pontosan akkor hamis, ha van a targyalési
univerzumban olyan elem, amelyet a kvantor hatokorben a kvantorral lekotott valtozo
értékének véve a hatokor hamis lesz.
Magyarazat: A kvantor hatokore az 4 formula. Ahhoz, hogy ennek faktudlis értéket
tulajdonitsunk, a benne szerepld valtozot (ha van benne valtozo), értékelni kell. |A|,. ) azt
jelenti, hogy az x kvantifikdlhatd véltozot tartalmazd A formula faktualis értékének

megadasakor azt az értékelést valasztjuk, amely x-hez « individuumot rendeli.
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|3xA|, = 1, ha van olyan u € U, hogy |A|,i. .= 1, és 0 egyébként.
Kiolvasas: Egy egzisztencialisan kvantalt kifejezés pontosan akkor igaz, ha van a
targyalasi univerzumban olyan elem, amelyet a kvantalt valtozé értékének véve a hatokort

igaz lesz.

B./b. L' tovabbi elemeinek faktualis értékei

Ezzel L' (= (Log, Var, Con, Term, Form)) legtobb elemének vilagos a faktualis értéke.

Log elemeihez nem szokas faktualis értéket rendelni.

(S1)-(S8) Term és Form faktudlis értékét adta meg.

Var elemei valamennyien a Term osztalyba tartoznak.

Con elemei tobbnyire vagy a Term osztalyba tartoznak, vagy az n-argumentumu predikatumok

paraméterei.
—» Mi lehet az oka annak, hogy Log elemeihez nem szokas faktualis értéket rendelni?
—» Con elemei kozott névfunktorok is szerepelhetnek. Hogyan lehetne ezek faktualis

értékét a fentiek mintajara megadni?

I11. Centralis szemantikai fogalmak

Kielégithet6ség
A kielégithetséget formulaosztalyokra definidljuk. Egy /" formulaosztaly kielégithetd, ha van
olyan Ip = (U, @) interpretacio és ehhez csatlakozo v értékelés, hogy minden 4 formuléra: ha A
e I akkor |A|,* = 1. Mas szoval a formulak egy osztalya akkor kielégithetd, ha van olyan
interpretaci6 és értékelés, amely a formulaosztaly minden tagjat igazza teszi, tehat ha lehet ugy
interpretalni és értékelni az osztdly formulaiban eléfordulé szimbolumokat, hogy a
formulaosztaly minden formuldja igaz legyen. A roviden, kevésbé szabatosan: a kielégithetdség
az egyiittes igazsag lehetdsége.
Modell
A (U, @, v) harmas I 'modellje, ha Ip = (U, @) interpretacio és ehhez csatlakozo6 v értékelés
esetén minden A formuldra: ha A e I akkor |4|,7 = 1.

—» Igaz-e, hogy ha 7/ iires, akkor barmely (U, @, v) harmas a modellje?

—» Igaz-e, hogy egy formulaosztaly kielégithetetlen, ha nincs modellje?
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Szemantikus kovetkezményrelacio
I formulaosztdly szemantikai kovetkezménye az 4 formula (/7 = A4), ha [T U {~A4}
kielégithetetlen.
Magyarazat: A { } zarojelpar segitségével egy osztalyt adhatunk meg ugy, hogy a zardjelben
felsoroljuk az osztaly elemeit. Itt egy egyelemii osztalyt képeztiink azért, hogy / osztalyt U jel
segitségével egyesithessiik vele.

—» Igaz-e, hogy ha /'minden modellje A formulanak is modellje, akkor /"= A4?
Logikai igazsag
L' nyelv egy 4 formuldja érvényes, azaz logikai igazsag, ha iires formulaosztalynak is
kovetkezménye. (A logikai igazsagok jelolése (= A) is ezt a tényt fejezi ki.)
Kovetkezményrelacio két fontos torvénye
Dedukciotétel: 77U {C} = A akkor és csak akkor, ha I'= C D A.
Metszettétel: Ha I = A és [ U {A} = B, akkor [ U I, = B.
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2. Mit értiink logikai kalkuluson?
(Tankonyv 127-129. oldal)

Szemantikai felépitésiinek mondunk egy logikai rendszert, ha benne a centralis logikai fogalmak
(példaul az érvényesség és a kdvetkezményrelacid) az interpretacid fogalmara épiilnek. Mivel
az interpretacid a faktualis értékekkel fligg Ossze, a nyelven tili valésaghoz koti a logikai
rendszert. Ez a valosagban vald lehorgonyzottsag teszi a rendszert szemantikai felépitésiive,
hiszen a szemantika a nyelv és a nyelven tili valosag viszonyat vizsgalo tudomanyag.
Szintaktikai folépitésii egy logikai rendszer, ha felépitésében nem tdmaszkodik a szemantikara
(ha példaul a kovetkezményrelacid az interpretacido és igy a faktualis érték fogalma nélkiil
értelmezhetd benne). A szintaxis épplgy a szemiotika, a jeltudomany része, mint a szemantika,
de nem a jeleknek a nyelven tali valésdggal vald viszonyat, hanem a jelek egymds kozti
viszonyait vizsgalja. A logikai szintaxis magaban foglal egy formalizalt grammatikat (szotart és
szabalyrendszert), ez altal meghatarozza a formula szabatos fogalmat, tovabba tartalmazhatja a
kovetkezményrelacid szabatos fogalmat, vagyis a jolképzett jelegyiittesek egymashoz valo
viszonyanak egy rendszerét.

Egy logikai kalkulus nem mas, mint egy szintaktikai felépitésii logikai rendszer, amelyben
definidlva van a kdvetkezményrelacid is. Hogy két formula kozott fennall-e ez a relacio, annak
nincsenek olyan ,,objektiv”’ kritériumai, mint a szemantikai rendszerben. Itt minden a
definiciokon mulik.

A szintaktikai kovetkezményrelacio jele: |—

I. A szemantikus és a szintaktikai rendszerek viszonya

Errdl a viszonyrol csak akkor lehet értelmesen beszélni, ha kdzos, vagy egymadsba lefordithatd
nyelvre épiilnek. Legyen L egy nyelv, S egy szemantikai rendszer, K egy kalkulus, 7" egy
formulaosztaly, 4 pedig egy tetszélegesen bonyolult belsd szerkezetli formula!

K helyes S-re nézve, ha minden K szerinti helyes kovetkeztetés S-ben is helyes (de forditva nem
feltétlentil). Ha /7~ |—A, akkor I"'= A.

K teljes S-re nézve, ha minden S szerint helyes kovetkeztetés K-ban is helyes (de forditva nem

feltétleniil). HaI' = A, akkor /I~ |—A.
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K adekvat S-hez, ha helyes ¢€s teljes, vagyis ha az a kovetkeztetés, amelyik az egyik rendszerben

helyes, helyes a mésikban is az. /"= A4 akkor ¢és csak akkor, ha /7~ |—A.

I1. A szintaktikai kovetkezményrelacio definicidja

Most nem tdmaszkodhatunk a kielégithet0ség fogalmara, mint a szemantikus rendszerekben.
Ezért a definiciot két 1épésben, adjuk meg.

1. Megadjuk az alapformula fogalmat. Az alapformulék a rendszer kvazi ,.érvényes” formulai,
»logikai igazsagai”. Az alapformuldk szdma nagy lehet, ezért alapsémak segitségével adjuk
meg Oket. Az alapformulak az alapsémak szabalyos behelyettesitései, vagy olyan véltozatai,
amelyek elé kvantorokat illesztettiink.

2. Ertelmezziik a levezethet6ség fogalmat tetszéleges /- formulaosztalybol, mégpedig gy, hogy
felsoroljuk, milyen tipust levezetéseket fogadunk el. Itt a rendszerépitonek teljes szabadsaga
van. Gyakran fogadjak el a kovetkezd szabalyokat:

a. Ha A alapformula, akkor 7~ |—A (Mivel 7 tetszéleges formulaosztaly, akar iires is lehet.
Hasonloan ahhoz, hogy a szemantikus rendszer logikai igazsagai a ,,semmibdl” is
kovetkeznek, érdemes ugy tekinteni, hogy a szintaktikai rendszer alapformuléi is
kovetkeznek akar az iires osztalybol is, €s igy barmely gazdagabb / osztalybol is.

b. Ha A4 € 7, akkor I” |—A.

c. Kiegészité szabalyok arr6l, hogy ha valami levezethetd, akkor mi az, ami még
levezethetd. Leggyakrabban elfogadott levezetési szabaly a modus ponens (MP). Ha I” |— (4
DB)és |—A, akkor 7~ |—B.

—» A Tankényv a 129. oldalon besz¢él az egymassal ekvivalens, am kiilonb6zd
felépitésti kalkulusokrol. Miben 4llhat két ekvivalens kalkulus felépitésének a
kiilonbsége?
—» Hasonlitsa 0ssze az ekvivalencia itt hasznalt fogalmat az adekvatsag egy oldallal
korabban bevezetett fogalmaval, és az ekvivalencia szemantikus logikaban megismert
fogalmaval!
A tudoméanyokban gyakran kovetett eszmény szerint a kalkulusokat igyekeznek minél
takarékosabban kiépiteni, vagyis igyekeznek minél kevesebb kiinduloponttal dolgozni. Minél

tobb levezetési szabalyt fogadunk el eleve, annal kevesebb alapformulara, és minél tobb
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formulat tekintiink alapformulédnak, annal kevesebb levezetési szabdlyra van sziikség.
Elképzelhetd, hogy egy rendszerben alapformulak nincsenek, csak levezetési szabalyok.
—» Forditva is elképzelhetd?

(Figyelem! A Tankdnyv 129. oldaldn a 3. bekezdés hibas: 2-5fejezetben-bemutatiuk Helyesen:
1.5 fejezetben bemutatjuk)
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3. A QC folépitése
(Tankonyv 130-132. oldal)

A QC (quantificational calculus) az elsérendii nyelvek k6zds logikai kalkulusa.

I. A QC folépitése

Egy kalkulust iigy adunk meg, hogy megadjuk a szotart, amelyre épiil, felsoroljuk vagy sémak

segitségével definialjuk az alapformulait, és megadjuk a levezetési szabalyait.

Szotar

Mivel az elsérendii nyelvek kalkulusat akarjuk kiépiteni, azok szotarara kell tdmaszkodni.

L'= (Log, Var, Con, Term, Form)

A takarékossagi elvnek megfelelden a QC esetében Log = {(, ), ~, D, =, V}. (Bar a Tankonyv
nem hasznalja dket, a tovabbiakban a hosszabb formuldkban az atlathatdsagot olykor a ( és a )
helyett allo [, ] [, 1, (, ) zardjelek fogjak segiteni.) A tobbi logikai konstans a KL-bdl ismert

torvényekkel definialhato.

Alapsémak

(A1) A>(B>2A)

(A2) [AoB>20)]>2[A>B)>(A4>0)]

(A3) (~A>~B)> (B> A)

(Ad) Vxd>A™

(A5) Vx(4>B)> (Vx4 > VxB)

(A6) A > VxA - Ha A-ban x-nek nincs szabad el6fordulasa.

(A7) (Xx=X)—Ahol x a targynyelvi valtozok sorozatanak elsd tagja.

(A8) (x=y)> 4" 54"

A™ pontos jelentése: Az a formula, ami ugy keletkezik A4-bol, hogy benne x szabad

eléfordulasait 7-val helyettesitjiik.
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(Figyelem! A Tankonyv korabbi kiadasanak 130. oldalan (A1) hibas. A=B=-€). Helyesen:
AD(B>DA).)
—» A Tankonyv 130. oldalan az alapsémakhoz fizott megjegyzés elsé sordban az all,
hogy ,.x, y, z, valtozokkal, ¢ pedig terminussal helyettesithetd be”. Mit lehetne annak
valaszolni, aki ugy vélné, hogy ezek nem valtozokkal, illetve terminussal
helyettesithetok be, hanem ezek maguk a valtozok, illetve ez maga a terminus?
—» Szerepelhetne-e egyaltalan a QC-ben az (X = X) formula abban az esetben is, ha
(A7) inkabb (x=x) alaku volna? Miért?
—» A TankOnyv szerint takarékosabb eljards, ha (A7) (X = X) alakban, nem pedig
(x = x) alakban szerepel, feltéve, hogy az utdbbi valdban levezethetd lesz az eldbbibdl.
Miért takarékosabb ez?
—» A Tankonyv szerint (A4) megforditasa is benne rejlik (A6)-ban. Magyarazza el,
hogyan rejlik benne!

Alapformulak

Az alapsémak szabalyos behelyettesitései és az alapformuldk univerzalis generalizaltjai.
—» Alapsémakra azért volt sziikségiink, hogy segitségiikkel megadhassuk az
alapformulakat. De miért van sziikség az alapformuldkra? Miért nem elég, hogy tudjuk,
a QC arra az elsérendli nyelvre épiil, amelyben induktiv definiciéval mar megadtuk a
formula fogalmat? (Ugy tiinik, ha nem volnanak alapformuldink, az alabbi levezetési

szabalyok koziil az els6t mellézhetnénk, €s a kalkulusunk még takarékosabb lenne...)

Levezetési szabalyok

a. Ha 4 alapformula, akkor 7~ |—A.

b. Ha4 eF,akkorFl—A.

c. Harl |— (A>B)és I’ |—A, akkor 7~ |-B. (MP vagy levalasztasi szabaly)

Néhany uj fogalom
Az A formulat bizonyithatonak mondjuk, ha 7~ |— A, és [ ires osztaly. Jelolése: |—A Az
alapsémak bizonyithatonak mindsiilnek. A levezetésekben olykor |—A lesz a jele annak, hogy 4
alapformula.

—» Vajon QC-ben csak az alapformuldk és az alapsémak lehetnek bizonyithatok a

szonak az itt megadott értelmében?
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A levezetés egy olyan formulasorozat, amelynek késdbbi tagjai rendre a korabbiaknak vagy az
alapformulaknak a szintaktikai kovetkezményei.
A levezethet6é I-bol, ha van olyan levezetés, amelynek elso tagja 7 utolsé A. (Jelolése: 1™ |-A)
I"-bol valo levezetés olyan véges, de nem iires formulasorozat, amelynek tagjai

e vagy alapformulék,

e vagy /[ elemei,

e vagy levalasztassal nyerhetdk a sorozat megel6z6 tagjaibol.

—» Magyarazza el a ,,bizonyithatd”, a kordbban emlitett ,,érvényes” és a ,,levezethetd”

kozti kiilonbséget!

I1. A KL és a QC viszonya (A QC helyessége)

A QC adekvat a KL-hez. Ez a tétel két masikat foglal magaban. Egyrészt, hogy a QC helyes a
KL-re nézve, masrészt, hogy a QC teljes a KL-re nézve. E két tétel koziil egyelore az elsot
lathatjuk be, a masodikat késébbre kell halasztani.
Az, hogy a QC helyes a KL-re nézve, azt jelenti, hogy nem von le olyan kovetkeztetést, amely
a KL-ben helytelen volna. Az imént a levezetési szabalyok felsorolasanal lattuk, hogy a QC
minden kovetkeztetése harom tipusra vezethetd vissza ezekrdl kell tehat bizonyitani, hogy a
KL-ben is helyes kovetkeztetések lennének. A bizonyitdshoz eldzetesen be kell latni, hogy a
QC minden alapformuldja logikai igazsdg a KL szerint. Mivel az alapformuldk az
alapsémakbol eredeztethetok, méghozza két kiilon eljarassal, most is két alesetet kell
megkiilonboztetni.
—» Ha a QC helyessége a KL-re nézve levezetési szabalyainak helyességén mulik,
miért kell az alapformulaival is foglalkozni? (Ugy tiinhet, ez sziikségtelen, hiszen ha az
alapformuldak a KL-ben hamisak volnanak is, attél még lehetne bel6liik helyesen
kovetkeztetni. A kovetkeztetés helyességének ugyanis nem feltétele a premisszak
igazsaga.)
1. Az alapsémak a KL logikai igazsagai, amit analitikus tablazattal is konnyen bizonyithatunk.
Ha az alapsémak logikai igazsdgok, akkor nyilvanvaloan a behelyettesitésiikkel adodo
alapformulak is azok.

—» Készitse el az analitikus tablazatokat!
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—» Bizonyitsa az elsé harom alapsémat athelyezési torvény (Tankonyv 42. oldal)

segitségével is! (Segitség: Az (A2) esetében eldszor az elsdé nagy zardjelen beliil

alkalmazza, majd az (4 o B) tagot helyezze at. Az (A3) esetében az athelyezés utan

tamaszkodjon a modus tollensre!)

—» Magyarazza el sajat szavaival, miért mondhatjuk, hogy a QC minden alapformuldja

logikai igazsag a KL szerint!
2. A logikai igazsag univerzalis generalizéltja is logikai igazsdg. Azért mondunk ugyanis egy
formulat logikai igazsagnak, mert minden interpretacid és értékelés mellett igaz. Ha egyik
valtozdjat univerzalis kvantorral kotjik le a formula nem fog ennél erdsebb allitast tenni.
Hiszen egy Fx formula univerzalis generalizaltja, VxFx akkor és csak akkor igaz, ha maga az
Fx formula x minden értékelése mellett igaz. A tételt abbol kiindulva is belathatjuk, hogy ha
egy formula minden interpretacié és értékelés mellett igaz, akkor a forméja miatt igaz. Azzal
viszont, hogy egy formula elé az univerzalis kvantort illesztem, azt a kdvetelményt tamasztom,
hogy a formula barmely értékelés mellett igaz legyen. Csakhogy akéarmilyen értékelést
véalasszunk is, ez a formula formdjén nem valtoztat, legfeljebb a tartalmat érinti. fgy az
értékelés a formula formalis igazsagat nem befolyasolhatja. Ha a formula logikai igazsag volt,
vagyis formaja miatt volt igaz, igaz marad az értékelés barmilyen mddositasa mellett is. Mindez
hatvanyozottan igaz, ha a kiindulé formuldban nem voltak szabadon értékelhetd valtozok.
Ekkor az univerzalis generalizacidé semmiféle tartalmi valtoztatdst nem tesz lehetdvé, igy még

kevésbé befolyasolja a formalis, a logikai igazsagot.

Ezek utan mar az egyes eseteket attekintve bizonyithatjuk, hogy ha 7~ |-A, akkor /"= A4, vagyis

hogy a QC helyes a KL-re nézve.

a.) A QC szerint, ha 4 alapformula, akkor tetszéleges 7-bol kovetkezik, vagyis I~ |-A. Mivel
azonban az alapformulak a KL logikai igazsdgai, és a logikai igazsagok a KL-ben is
kovetkeznek tetszéleges premisszakbol, ezért 7'=> A is fennall.

b.) Ha 4 € I (és ezért I” |—A), akkor a KL-ben is igaz, hogy /"= A, mert a KL-ben egy
formulaosztalybol barmely tagja kovetkezik.

c.) Ha A4 egy levezetett formula (vagyis /~ |—A), akkor olyan lépésekkel (MP) allt eld, amelyet a
KL is elismer, igy ugyanazon /-bdl a KL is levezetné (/"= A).

(Figyelem! A Tankonyv korabbi kiadasanak 131. oldalan az utolso el6tti bekezdés elsd sora

hibas: QC-ben¥-}A. Helyesen. QC-ben T | A)
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III. A QC toredéke: a PC

A PC (propositional calculus) a nulladrendii extenzionalis logika kalkulusa.
Csak (A1) (A2) (A3) alapsémakat tartalmazza.

Az alapformulak meghatarozasabodl hianyzik az univerzalis generalizaci6 szabalya.

Nyelvtan
L= (Logy, At, Form);
LOg = {(’ )9 ~ D}

At = atomi formuldk (a nulladrendii elemzésben felbontatlanul hagyott kifejezések, példaul
mondatparaméterek, filiggetleniil attél, hogy ezek belsejében rejtéznek-e kvantorok) egy nem
ires osztalya.
Form = a legsziikebb osztaly, amely eleget tesz harom kikotésnek.

a.) Ha A € At, akkor A € Form.

b.) Ha 4 € Form, akkor ~4 € Form.

c.) Ha 4, B € Form, akkor (4 > B) € Form.

—» Az Elsorendii nyelvek és szemantikajuk cimi fejezetben megismerkedtiink a

crer

definici6ja milyen viszonyban van az ottani (F1)-(F7) pontokkal!

Levezetési szabalyok

Ugyanazok, mint a QC esetében.
—» Kovetkezik-e a PC-ben VxA4-bdl az, hogy A(a), ahol a egy individuum neve?
Miért?
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4. LEVEZETESEK QC-BEN
(Tankonyv 133-137. oldal)

Az aldbbi levezetések egyes lépéseinek magyarazatat a jobb oldali oszlop adja meg,
megmutatva, hogy milyen miivelettel, melyik korabbi, szdmozott sorbol kdvetkezik az adott sor
bal oldalan 4ll6 formula. A * azokat a tételeket jelzi, amelyek a QC tejességének
bizonyitasahoz sziikségesek lesznek. Az alabbi levezetések rendszerint tobb sort tartalmaznak,
mint a Tankonyv levezetései. Céljuk éppen az, hogy explicitté tegyék azt, ami a Tankényv nem
mutat meg részleteiben. (A Tankdnyv a 133. oldalon emlitett zardjel-elhagyasi megéllapodast a

42. oldalon vezette be.)

I. Levezetések a PC-ben

PC.1.Ha I” |—A ¢s I egy bovitése /-nak, akkor /™ |—A.
Ezt a szabalyt gyakran ugy fogjuk haszndlni, hogy 7/ iires osztaly (amelyet ki sem irunk), és igy

I egy vagy tobb tetszdleges formulat tartalmazé osztaly.

PC.2.Ha (4> B) e I'és A € I akkor I | B.

l.(A>B)e " foltevés
2.4 I’ foltevés
3.7 F4-B LSZ: 1
4.7 k4 LSZ: 2
5.I'}B MP: 3,4

Tovéabbi magyarazat: Az LSZ koéd a Tankdnyv 131. oldalan a Levezetési szabdlyok alcim alatt
a) pontban megadott szabalyokra utal: Ha A alapformula, akkor 7/~ |—A; és ha A € I, akkor
r |—A. PC.2. esetében ezek koziil a masodikra tamaszkodunk. Az els6 sorban feltettiik, hogy
(4 o B) eleme I-nak. Ha eleme, akkor LSZ szerint le is vezethet6 beldle (3. sor).

—» Igaza volna-e annak, aki a modus ponenst ismerve PC.2. lattan azt gondolna, hogy

(ADB) e I'és A € ['esetén B € ['is igaz? Miért?
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PC3.Hal }FA> Césd e I akkor I' | C.

I.I'fascC foltevés
2.4’ foltevés
3.7 4 LSZ: 2
4.rtc MP: 1,3

—» Mi a pontos viszony a PC.2., PC.3. ¢s MP kozott?

PC4. 44

(Vagyis 4 D A bizonyithato, a semmibdl is kdvetkezik, ,,logikai igazsag”.)
.L[AD(B2C)]2[(Ad>B)>(A4>20)] (A2)
2.[Ao2(B2A)]|2[(A>B)> (4> 4)] C helyett 4-t irva
3.5 (B2 A) (A1)
4. (A>B)D(A>4) MP: 2.3
5[Ao(A>A)]>A>DA) 4, B helyett (4 o A)
6.4 (B > A) (A1)
7.42(A > A) 6, B helyett 4
7.ADA MP: 5,7

Tovabbi magyarazatok: A levezetések soran barmikor felhaszndlhatunk premissza gyanant egy
alapsémat. Ezek a QC (és a PC) részét képezik, annak bizonyithatdo formuldi, bizonyos
értelemben minden nem trividlis bizonyitas kiindulopontjai.

Mivel az 1. sorban C tetszoleges séma vagy formula, nyugodtan helyettesithetd 4-val. Az
alapsémaban azért nem eleve 4 szerepel a helyén, hogy a séma jelezze, akar C akdr mas is
lehet, mit A. Ezért a 2. sorban all6 séma az (A2) gyengitett valtozata.

Hasonl6 indoklas adhato az 5. és a 7. sorhoz is.

PC.5. "L {4} | C akkor és csak akkor,ha I" F 4 o C. Dedukciététel (DT)

Ennek a tételnek két része van:

o.)Ha I" | 4> Cakkor I"U {4} | C.

B)Ha U {4} F Cakkor ' F 4> C

o nem mas, mint PC.3. egy variansa. Ennek belatdsa azonban tovabb tart, mint o bizonyitasa,

ezért nem kovetjiik a Tankonyvet, ¢s PC.5.-6t nem PC.3.-bdol szarmaztatjuk (mint PC.3.
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egyesitését onmaga megforditasaval), hanem a és B egyesitéseként, és a és B kiilon-kiilon
bizonyitasat adjuk. B bizonyitasa a Tankdnyvet koveti.
—» Magyarazza el, miért mondhatja a 133. és a 134. oldal, hogy PC.3. megforditasa a
kovetkezo: Ha "L {4} |— C akkor I” |-A o> C.

o bizonyitasa

I.Ir'kaocC foltevés
2.rv{dy faoc PC.1.: 1
3.V {4} |—A LSZ [Itt LSZ-t tételként fogalmazzuk meg. ]
2.ru 4} fC MP: 2,3

B bizonyitasa

Négy eset lehetséges attol fliggden, hogy miféle formula C. B akkor tekinthetd bizonyitottnak,
ha mind a négy esetben kimutathat6, hogy 7L {4} |- C esetén [I” |—A > C is fennall. Olyan
levezetések kell szerkeszteni, amelyben az elsé sor mindig /7~ U {4} |— C (legalabbis

képzeletben, hiszen néha nem kell ra ténylegesen tdmaszkodni), az utolsé pedig /7~ |—A o C.

L.
C (ismeretlen belso szerkezetii) alapformula, az alapsémak egyikének behelyettesitése.

0.7v {4} fFC

1. fC foltevés

2. FCoU>0 (A1) (betiicserékkel)

3. F4aocC MP: 1,2

4. I" |—A >C PC.1.: 3 [Ami a semmibdl is kdvetkezik, az a semmi + 7-bol is.]
I1.

C nem mas, mint 4 (vagyis eleme a premisszak osztalyanak, /U {A4}-nak).

A levezetendd I |-A S>Cmostal’ |-A > A alakot 0lti.

0.7v {4} fFC
1. fao4 PC.4.
2.IFA>4 PC.1.: 1 [A ,,semmit” bévitjiik /-val.]

(Az utols6 sorban akar vissza is helyettesithetjiik az egyik A helyére C-t: I~ |—A >C)
(Figyelem! A Tankonyv 133. oldaldn az (ii) sor hibas: PE3-szerint Helyesen: PC.4 szerint.)
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ICI’LE I"(vagyis Ujra része a premisszak osztalyanak).
1.CeI” foltevés
2.r'kcC LSZ: 1
3. FCo(420) (A1) (betiicserékkel)
4. TFC>U>C) PC.1.:3
5.rfasc MP: 2,4

Tovabbi magyardzat: A 4. sorra azért volt sziikség, mert korabba a MP-t tigy definidltuk, hogy
ha I” |— (A>B)eés T’ |—A, akkor I~ |—B. Itt minden tagban szerepelt /7is. Ezért a 3. sor még nem

volt olyan alaku, hogy MP része lehessen.

IV.

Roviden

C egy olyan formula, amely nem premissza és nem alapformula. Ha mégis szerepelhet egy
levezetési szabalyunkkal, MP-vel lehetett levezetni. A levezetés sordn nyilvan felbukkant egy
B o C és B alaktl formulapar (ahol B tetszéleges formula), amelybdl levezethetd volt. E
formulakat viszont esetleg szintén MP-vel nyertiik megfelelé szerkezetli formuldkbol stb.
Akarmilyen hosszu legyen is ez a levezetés, végiil vissza kell vezetnie az alapformulékig vagy
a ['premisszaosztalyig.

Az I-III. pontban megmutattuk, hogy C levezetésének barmely lehetséges kiindulopontja
(vagyis az alapformuldk és /7 premisszaosztaly elemei is) a rendelkezett azzal a tulajdonsaggal,
hogy ,.egy A eldtagu kondicionalis utotagjaként levezetheté I-bol”. Hiszen az I-11I. pontok
levezetései rendre a I~ |—A O C sorhoz vezettek, amelyet C-re koncentralva kissé mesterkélten
az iménti mondattal olvashatunk ki.

Most, a I'V. pontban azt kell még belatnunk, hogy C egy hosszu, MP-re épiil levezetés végeén is
rendelkezni fog ezzel az ,egy A eldtagu kondiciondlis utotagjaként levezetheté [-bol”
tulajdonsaggal, amellyel levezetésének minden lehetséges kiinduldépontja rendelkezett. Ez,
fliggetlentil attol, milyen hosszu a levezetés, azon mulik, hogy MP 6rokiti-e ezt a tulajdonsagot,
vagy nem, tehat MP ,természetén” mulik. Ha MP rendelkezik a kivant természettel, akkor
tetszoleges formulakrol 6rokiti a szoban forgd tulajdonsagot beldliik levezethetd formulara.
Tegyiik fel, hogy (B o C) és B rendelkeznek a kivant tulajdonsaggal, vagyis azzal, hogy ,,egy 4

elotagu kondicionalis utotagjaként levezetheto 1-bol”:
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1. TFA>B>0)] foltevés
2. T'h4>oB foltevés
3. A2 B>50)]>2[(4>B)>(A>0)] (A2)

4. TFHA>B>0O]>[(A>B)>(A>C)] PC.1.:3
5. TFA>B)>A>0) MP: 1,3
6. I'tAa>cC MP: 5,2

Ezzel az oroklodés igazolddott. (B o () és B nyilvan olyan formuldk, amelyekbdl C
levezetheté. Es ha olyan formuldk is, amelyekre igaz, hogy ,egy A eldtagii kondiciondlis
utotagjakent levezethetok I-bol” (ezt a feltevést fogalmaztuk meg az 1-2. sorokban), akkor
MP-vel orokitette ezt a tulajdonsagot C-re. (Ugyanilyen vizsgélat elvégezhetd volna kiilon-
kiilon B-re és (B o O)-re is, egészen, amig a premisszakig vissza nem jutunk, amelyek I-III.

bizonyitasok szerint mind rendelkeznek a kérdéses tulajdonsaggal.)

Hosszabban
C egy I-bdl levezethet6 formulakbol MP-vel levezethetd formula.
Mik lehetnek ezek a 7-bdl levezethetd koztes formulak? Jeloljik oket X-szel! Harom eset
lehetséges.
1. vagy alapformulak,
2. vagy [ elemei,
3. vagy az X-ek maguk is MP-vel vezethetok le 7 elemeibdl.

1-2. Az elsO két esetben az I. és a III. pontban mondottakra tdmaszkodhatunk. Belattuk, hogy az
alapformulak és 77 elemei esetében fennall a 7/~ |- (4 o X). Ezt a tényt szavakban a
kovetkezOképpen rogzithetjiik: ezek az X formuldk rendelkeznek azzal a tulajdonsaggal, hogy

»egy A elotagu kondicionalis utotagjakent levezeteté 1-bol”.

3. A harmadik eset nehezebb. Ha X maga is csak MP-vel vezethet le 7-bol, akkor két
alternativa van.
3a. az X-ek vagy kozvetleniil,

3b. vagy kozvetve vezethetdk le / elemeibdl.
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3a. Most azzal az esettel kell elszamolni, hogy voltak /" elemei kdzott olyan tagok (Y), amelyek
MP-vel X-eket adnak. (Az egyik ilyen Y lehet példaul (D o X), a mésik D.) Mivel ezek az Y-ok
elemei /-nak, III. alapjan 7~ |— (4 oY) igaz lesz, vagyis ezek az Y-ok is rendelkeznek azzal a
tulajdonsaggal, hogy ,.eqv 4 eldtagii kondiciondlis utétagjaként levezetetd I-bol”. Igy azok az
X-ek, amelyekbdl MP-vel C keletkezik, olyan 7-beli Y-okbdl keletkeztek MP-vel, amelyek
rendelkeznek ezzel a nevezetes tulajdonsaggal.

3b. Ha az X-ek kozvetetten vezethetdk le MP-vel 7-bdl, akkor azok az Y-ok, amelyekbdl
levezethetk, nem 7~ elemei, hanem maguk is V-kbdl vezethetok le MP-vel, amely V-k esetleg
tovabbi W-kbdl stb.. Bizonyos azonban, hogy a levezetés (ha valéban 7-bol vald levezetés)
elédbb utobb olyan Z-khez (is) ér, amelyek 7/~ elemei, és ezért III. alapjan igaz rajuk, hogy
r |— (4 o Z7), vagyis igaz, hogy ezek a Z-k ,egy A eldtagu kondiciondlis utotagjaként
levezeteték I-bol”. Amikor tehat /7 elemeibdl MP-vel elkezdiink levezetni, hogy a levezetésben
egyszer C-hez érjiink, a levezetés kiinduld tagjai (Z) rendelkeznek a mondott tulajdonsaggal.

Kérdés, hogy MP tovabborokiti-e a tulajdonsagot Z-rél W-re, és igy tovabb egészen X-ig és
végiil C-ig. Ez ugyanaz a kérdés, amelyik az 1., 2. és 3a. pont esetében is perdontd. Azok az X-
ek amelyekrdl 1. és 2. esetében belattuk, hogy rendelkeznek a kérdéses tulajdonsaggal, tovabb
kell, hogy oOrokitsék a tulajdonsagot C-re, kiilonben nem allithatjuk biztosan, hogy C is
rendelkezik vele [~ |— (4 o O)]. Marpedig PC.5. bizonyitasa kedvéért éppen ezt kell belatni.
Ugyanigy a 3a. esetben emlitett Y-oknak is az X-ekre és rajtuk keresztiil C-re kell 6rokiteni a
tulajdonsagot.

Hogy ez valoban megtorténik-e, az semmi mastol nem fiigg, mint MP ,természetétd]l”. Ha
MP képes az orokitésre, akkor barmely a nevezetes tulajdonsaggal rendelkezé formulaparrél
Orokiti a tulajdonsagot a beldliikk adodo formulara.

Hogy eldontsiik, vajon MP ilyen természetii-e, két olyan tetszéleges formulat kell
valasztani, amelyekrdl feltessziik, hogy rendelkeznek a kérdéses tulajdonsaggal, és amelyekbdl
MP-vel eldallithatdé egy harmadik. A két formuladt egy levezetés barmely szakaszabol
kiemelhetjiik. Lehetnek e formuldk akar azok is, amelyek a levezetésben kozvetleniil C eldtt
foglalnak helyet, példaul B és (B o C). Igy jeloljiik, hogy ezekre a kivélasztott formulakra igaz
az a tulajdonsag, amelynek 6roklodését vizsgaljuk: 7~ |— (4> (B> 0)),illetve I” |— (4 o (B)).
Azt kell ellendrizni, hogy ezekbdl levezethetd-e a I~ |— (4 o C) sor. Ha igen, akkor MP a B ¢és a
(B o C) formulakrol C-re orokitette a tulajdonsagot. (Es természetesen igy tenne barmely

hasonl6 formulapar esetén is.) A levezetés ujra a kdvetkezo:
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1. F[4A> B> 0) foltevés
2.I'k4aoB foltevés
3.[d5(B>0)]>[A>B)> (4> ()] (A2)

4.TFA>B>0O]2[(ADB)>(A>0)] PC.1.: 3
5. FA>B)>(A>C0) MP: 1,3
6.I'fascC MP: 5,2

Ezzel meggy6zddtiink rola, hogy MP valdban 6rokiti a nevezetes tulajdonsagot.

Osszegezve a IV. pont eredményeit elmondhatd, hogy a 7-t6] C-ig tarto levezetés esetén C
rendelkezni fog az ,.egy A eldtagu kondicionalis utotagjaként levezeteté I-bol” tulajdonsaggal,
mert C barmely lehetséges ,,0se”, tehat az alapformulak (1.), I" elemei (2.), a (szintén / elemei
kozé tartozo) Y-ok (3a.) és Z-k (3b.), egyarant rendelkeznek vele, MP pedig mindig
tovabborokiti a tulajdonsagot. Marpedig C éppen MP-vel keletkezik.

Az I-IV. pontok egyiitt bizonyitjak B-t, amely a-val egyiitt adja PC.5.-6t

—» Hasonlitsa 6ssze a PC.5.-6t szemantikai variansaval: 77U {4} = C akkor és csak

akkor, ha "= 4 o C, és az athelyezési torvénnyel: (A & B) > C <= (4 > (B> O)!

PC.6. Ha 7 |-A és [ {4} |—B, akkor 77U I3 |—B. Metszettétel (metszet)
1. I3 |-A foltevés
2. [u{dy }B foltevés
3. [l |—A PC.1.: 1 [Mert mar /7-bdl is levezetheto. ]
4. o I,u {4} |—B PC.1.: 2 [Mert mar 73U {4}-bol is levezethetd. ]
5. hul F4oB DT: 4
6. Hul; |B MP: 3,5
PC.7.Ha "L {~4} | ~B, akkor I'U {B} | 4. ko.po. fele
. I'u{~4}}~B foltevés
2. I'h~4A>~B DT: 1
3. F(~4>~B)> (B> A4) (A3)
4. ~A>~B } B> 4 DT: 3
5. I” |-B DA metszet 2,4
6. I'u{B} f4 DT: 5
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Tovéabbi magyarazat az 5. sorhoz. A metszettételben, ahogyan PC.6. megfogalmazza, szerepel
I, I és {A}, amelyek a fenti levezetésben egyaltalan nem fordultak eld. A levezetés a

kovetkezd behelyettesitésekre tamaszkodik. 77 helyett 7 75 helyett &, {4} helyett ~4 > ~B.

*PC.8.~~A4 |4
1. {~dA} |~a LSZ
2. {~~dA, A} F~~a PC.1.: 1
3. {~A,~A4} }~~4 PC.7.:2
4. {~~A,~~A} |4 PC.7.:3
5. {~~A4} |-A egyszerlsités
6. ~~A |-A egyszeriisités

Tovabbi magyardzatok. Az egyik LSZ kimondja, hogy Ha 4 € [ akkor /I~ |—A. Az 1. sorban a
célul kitlizott bizonyitasra valo tekintettel kivalasztottunk egy egyelemii /7-t, mégpedig a {~~A4}
osztalyt, és LSZ szerint allitjuk, levezethetd beldle ~~A4.

A masodik sorban PC.1. az elsd sor /-jat egy olyan formuldval bdviti, amelyet jra csak semmi
mas nem tiintet ki, csak az, hogy éppen ere a formuldra van sziikségiink, hogy a bizonyitast
elvégezhesstk.

A harmadik sor ugy keletkezik a méasodikbdl, hogy a 2. sor jeleniti meg PC.7. els6 tagjat [/v
{~4} }~B], a3. sor amasodik tagjit [["U {B} | 4].

2. sor ~A |, |~~~ [} | ~~4)
PC.7. esl6 tagja r v ~A F ~B
illetve

3. sor ~~A4 |, ~A |— ~~rA
PC.7. masodik tagja r |u B |— A

Kellemetlen, hogy a tablazatok kiilonb6zd soraiban 4 nem ugyanazt jelenti, de a zarojeleket
kitéve konnyen lathato, hogy PC.7. A-ja mostani levezetésiinkben ~~~4-nak felel meg, B-je
pedig~A-nak.

Hasonloképpen kell okoskodni ahhoz, hogy a harmadik sorbdl megkapjuk a negyediket: Az
elébbi PC.7. els6 felének fele meg, az utdbbi a mdasodiknak. Most természetesen mas

behelyettesitést kell, hogy kapjon 4 és B.
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Az utols6 két Iépésben két azonos premisszabol az egyiket kihtizzuk, mert attél nem lesz
nagyobb bizonyitdé ereje egy premisszdnak, ha kétszer mondjuk, majd az igy keletkezd
egyelemll osztaly helyett az egyetlen elemét irjuk. Az egyelemili osztalynak ugyanis éppen

annyi bizonyité ereje van, mint az elemének.

PC.9.4 | ~4
1. ~4 |4 PC.8.
2. ~~A }~4 1, 4 helyett ~4-t irva
3. 4 F~4 PC.7.: 2

Tovéabbi magyarazat. A harmadik sor ugy keletkezik a masodikbol, hogy a 2. sor jeleniti meg
PC.7. els6 tagjat a 3. sor a masodikat. Legyen a PC.7.-beli /" az iires osztaly, legyen ~4 a

masodik sorban szereplé ~~~4, illetve feleltessiik meg ~B-t a masodik sorban szerepld ~A4-nak!

PC.8. és PC.9. egyiitt a kettds negacio torvényét adjak:

A |— ~~A akkor és csak akkor, ha ~~4 |—A.

Eddigi eredményeinkbdl megkapjuk a kettds negacié toérvényének egy specidlis
megfogalmazasat is: a paratlan szamu ~ egyre redukalhato. Ezt a tételt PC.9. levezetésének 2.
soraban mar bizonyitottuk. A tétel megforditasa ugyanennek a levezetésnek a 3. sorabol adodik,

ha abban A4 helyett ~4-t irunk.

PC.10. I"v {B} |-A akkor ¢és csak akkor, ha /"L {~A4} |-~B. ko.po.
A bizonyitast két szakaszban végezziik.

o Ha I'vu {~4} |- ~B akkor " U {B} |- A. Ez nem mas, mint PC.7., amelyet mar

bizonyitottunk.
B Ha I'U {B} }A akkor 'L {~4} | ~B.
1. I'u (B} |4 foltevés
2. ~B |} B PC.8.
3. I'u {~~B} |—A metszet 2,1 [/ szerepében ~~B, I; szerepében 7]
4. A F~A PC.9.
5. I'u {~~B} |—~~A metszet 3,4 [/ szerepében /"L ~~B, [; szerepében ]
6. I'u {~4} F~B PC.7.: 5
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*PC.11. {~4, 4} } B

Egy ellentmond¢ (inkonzisztens) formulaparbdl barmi levezethetd.

1. {~4} ~4 LSZ
2. {~4,~B} p~4 PC.1.: 1
3. {~4,4} } B ko.po.: 2

Tovéabbi magyarazat: ko.po. bal oldalan 77U {B} all, vagyis egy tetszéleges osztaly egyesitése
egy olyan elemeinek felsorolasaval megadott osztallyal, amelynek csak egy eleme van. A 2.
sorban {~A4} kifejezés felel meg /-nak, amelyet egy elemmel, ~B-vel bovitlink.
A harmadik sorban B tetszdéleges kifejezés lehet, tehat egy ellentmondé formulaparbol bdarmely
formula levezethetd. Ez egy egyszerli példa az inkonzisztencidra, amely nem csak ellentmondé
formulaparok képében nyilatkozhat meg.
Valaminek a levezethetosége nyilvanvaldan a levezetési szabalyoktol és a kiinduld formulaktol
fligg. Ahhoz példaul, hogy A4-bol és ~A-bol a tetszdleges B-t levezethessiik, sziikség volt
PC.11.-re. Ez azonban nem érvényes a QC (illetve a PC) alapsémai és levezetési szabalya, a
MP nélkiil. A PC.11.-hez vezetd levezetések sora ugyanis ez volt:
(A1) és (A2) > DT — metszet - ko.po — PC.11.
Kozben gyakran hasznaltuk (pl. DT és MP levezetésénél) a MP-t, és gyakran hivatkoztunk a
LSZ-re is, amelyeket a QC (illetve a PC) kiépitésénél valasztottunk érvényes szabalyoknak.
Eszerint az inkonzisztencia kalkulusfiiggd. Az A és ~A par mas kalkulusban talan nem volna
inkonzisztens. Egy ilyen kalkulus, amelyben tehat PC.11. nem volna érvényes, biztosan nem
volna teljes KL-re nézve, mert nem tudna rekonstrudlni annak minden kovetkeztetését.
Ellentmond6 4allitdsokbdl ugyanis KL-ben barmi kovetkezik, ahogy ez analitikus tablazattal
roviden bizonyithato is.
Definicio. Legyen L egy formalizalt nyelv, 2 egy erre épiild logikai kalkulus, /" pedig az L
nyelv egyik formulaosztalya! Ekkor /-t 2-inkonzisztensnek mondjuk, ha beldle L minden
formulaja levezethetd. /7" 2-konzisztens, ha nem 2-inkonzisztens.
—» Lehet-e egy kalkulus maga is inkonzisztens? Miért?
—» Az, hogy a QC-ben levezethetd egy olyan tétel, mint PC.11., amely tetszdleges
formula levezethetdségét allitja, jelenti-e azt, hogy a QC maga is QC-inkonzisztens?
Miért?
—» Tegylk fel, hogy van egy C1 kalkulus, amelyben az {4, ~4} formulaosztialy nem
inkonzisztens! Vajon C1 kalkulus adekvat-e KL-hez? Miért?
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—» Tegyiik fel, hogy van egy C2 kalkulus, amelyben érvényes a {4, ~A4} |— B tétel!
Vajon milyen alapsémakat és levezetési szabalyokat kell elfogadni ahhoz, hogy C2
teljes legyen KL-re nézve? (Az nem kovetelmény, hogy helyes is legyen!)
Ez a definici6, amely a konzisztenciat csak a kalkulusok korében értelmezi, analdgidsan
kiterjeszthetd szemantikai rendszerekre is. A ,konzisztens” a szemantikus logika fogalmai
koziil a ,kielégithetonek”, az ,,inkonzisztens” a , kielégithetetlennek” felel meg.
A PC toredéke a QC-nek, vagyis minden, ami levezethetd a PC-ben, levezetheté a QC-ben is.
Ezért ami inkonzisztens a PC ben, inkonzisztens a QC-ben is, de forditva nem igy van, hiszen
példaul Vx4 és ~4“" inkonzisztens a QC-ben, de konzisztens a PC-ben.
A QC-inkonzisztencia bizonyitasa.

Azt kell belatni, hogy egy tetszoleges B levezethetd a {Vx4, ~4“*} formulaosztalybol.

1. ~4™™ foltevés

2. Vx4 foltevés

3. VxdoA™ (A4)

4. A" MP: 2,3

5. Aa behelyettesités 4
6. ~Ada behelyettesités 1
7. {da,~Aa} } B PC.11.

8. Aal~4a>B DT: 7

9. Ada>(~4a>B) DT: 8

10. (~da > B) MP: 5,9

11. B MP: 6, 1

Tovabbi magyardzatok. Az 5. és 6. sor azért irhat6 fel, mert (A4)-ben, r nem egy konkrét,
hanem egy tetszdleges terminust jelent.
—>»Mutassa meg, hogy PC.11.-nek az 5. és 6. sorra vald kozvetlen alkalmazasaval
gyorsabban is eljuthattunk volna a kivant eredményre.
A PC-konzisztencia bizonyitasa
Ha a kiindulé formulaparbol kovetkeznének olyan formuldk, amelyek egymas negaltjai,
akkor az PC-inkonzisztens volna.
1. A VxA tipusu formuldkat a PC-ben atomi formuldknak tekintjiik. (Ezzel a feltétellel
vessziik fel 6ket egy L nulladrendii nyelvbe.) Nem bonthatok fel, vagyis nincsen mas

kovetkezményiik, mint 6nmaguk.
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2. Mivel 4%* azt a formulat jeleni, amely ugy keletkezik A-bol, hogy benne x szabad
eléfordulasait a-val helyettesitjiilk, ha x-nek nincsenek szabad eléforduldsai, vagy még
inkabb, ha 4 felbontatlan mondatot jelent, amelynek a belsejében semmiféle miiveletet nem
végezhetiink, akkor 4** < A. (V6.: Tankdnyv 82. oldal). fgy ~4“*-nek sincsen mas
kovetkezménye, mint dnmaga, illetve ~A.
3. Csakhogy VxA nem negiltja a ~A4-nak, igy a kiindulé formulaosztalybol nem
kovetkeznek egymasnak ellentmond6 formuldk, amelyekbdl aztan tetszdleges B formulara
kovetkeztethetnénk.
A két bizonyitdsa eredményeképpen azt kaptuk, hogy az az erdsebb kdvetelmény, hogy egy
formulaosztaly QC-konzisztens legyen, ezért az (in)konzisztes kifejezést mindig a QC-re vald

tekintettel fogjuk hasznélni.

PC.12.Had e I'és I’ |—~A, akkor 7 inkonzisztens.

1. Ael” foltevés

2. I'h~4 foltevés

3. I'h4 LSZ: 1

4. {~4,4} } B PC.11.

5. ~4 }4A>oB DT: 4

6. I” |—A >B metszet 2,5 [/ szerepében 7, I szerepében O]
7. I'}B MP: 6,3

Mivel B tetszdleges formula, azért / valdban inkonzisztens.

*PC.13. I” |—A akkor ¢és csak akkor, ha /"U {~4} inkonzisztens.
Ennek két része van.

o Ha " |-A akkor /"U {~A} inkonzisztens.

B Ha 7I"u {~A} inkonzisztens, akkor /7~ |—A.

o bizonyitasa: mutassuk ki, hogy ha 7~ |-A, akkor tetszdleges B levezethetd /" {~A4}-bol!
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rl4 foltevés
o {~A4} foltevés
ru{~4} |~4 LSZ:2
ro{~4} F4 PC.1.:1
{4,~4} | B PC.11.
AfF~4A>B DT: 5

o {~4} |—~A OB metszet: 4,6
ro{~4} }B MP: 3,7

B bizonyitasa:

1.

S A e

I"'v {~A4} inkonzisztens foltevés

Iy {~A4} |-A 1. [Ha inkonzisztens, akkor levezethetd beldle akar 4 is.]
r'b~4-4 DT: 2

{~4,~4A D A} |—A MP [Itt MP-t mint tételt irtuk fel alkalmas tagokkal.]
{(~A4,~4} F~(~4>4) ko.po: 4

~A |—~(~A DA) egyszerlsités: 5

(~4 > A) |—A ko.po: 6

A |—A metszet: 3,7

—» Mi a viszony PC.13. és a szemantikai kdvetkezményrelacio kovetkezd definicioja
kozott: A formula 7/ formulahalmaz logikai kovetkezménye, ha 77 U {~A4}

kielégithetetlen?

*PC.14. Ha ["konzisztens, és I~ |—A, akkor "L {4} is konzisztens.

Indirekt bizonyitas. Tegyiik fel, hogy /I~ |—A, tovabba 7 konzisztens, de /U {4} nem az!

Vagyis tegyiik fel, hogy /7-bdl nem vezethetd le tetszdleges B, de 7L {4}-bdl igen!

1.
2.
3.
4.

ruid; }B foltevés
r |- A foltevés
rta-B DT: 1

r'}B MP 2,3

Feltettiik, hogy /7-bol nem vezethetd le B, mégis levezettik. Ez azt jelenti, hogy

ellentmondashoz jutottunk, vagyis az eredeti tételt igazoltuk.
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*PC.15. Ha 7 konzisztens, és (4 D B) € [, akkor I"U {~A} és I" U {B} koziil legalabb az
egyik konzisztens.

Tegyiik fel, hogy /"L {~A} inkonzisztens, vagyis barmi levezethetd beldle. Ezt a foltevést a 2.

sor rogziti.
. AoB)el” foltevés
2. Tu{~4|fcC foltevés
3. k4 PC.13.:2
4. I't4-B LSZ: 1
5. I'}B MP: 3.4

De PC.14. szerint ha /" konzisztens, és I~ |-B, akkor /" U {B} konzisztens. QED (Quod Erat

Demonstrandum — Ezt kellett bizonyitani.)

*PC.16.~(4 > B) |4

1. {4,~4} | B PC.11.
2. ~4 Ao B DT: 1
3. ~(4>B) |—A ko.po: 2

*PC.17.~(A > B) }~B

1. A5 (B> A) (A1)

2. Bo(A>B) betlicserék: 1
3. B}F@A>oB) DT: 2

4. ~(A>B) |-~B ko.po: 3
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I1. Levezetések a QC-ben

QC.1.Ha I |-A, ¢és x-nek nincs szabad elofordulasa / elemeiben, akkor /7~ |- VxA.

A bizonyitas harom 1épést foglal magéban.

I. Ha A4 alapformula, akkor az alapformula definicidja szerint (Tankonyv 131. oldal) Vx4 is az.
1. |- VxA Az alapformulak bizonyithatok.
2. I'|vx4 PC.1.: 1

II. Ha A e [ (vagyis premissza), akkor x-nek nincs szabad eléforduldsa A-ban (a mdasodik

feltevés QC.1. megfogalmazasaban), ezért (A6) alkalmazhato.

1. I” |-A foltevés

2. 4> Vxd (A6)

3. 4 }vxd DT: 2

4. I |vx4 metszet: 1,3

III. 4 egy MP-vel nyert formula.

Definialjuk a ,, 7-bol univerzalisan kvantdlva is levezethetonek lenni” tulajdonsagot (K)! K két

elemet foglal magaban. A levezethetdséget és a kvantalva levezethetdséget. Valamely D akkor

¢s csak akkor rendelkezik ezzel a K tulajdonsdggal, ha nemcsak hogy /I~ |— D igaz, hanem

'} VaDis.

Rendelkezik-e egy MP-vel levezetett 4 is ezzel a tulajdonsaggal? Ez a levezetésén mulik: a

premisszakon ¢€s a levezetés 1épésein.

A levezetés premisszai / elemei €s alapformulak lehetnek. Tudjuk, hogy e premisszakra igaz K.
1. Ha A alapformula, akkor bizonyithatd, vagyis a semmibdl is levezethetd, igy /7-bol is,
ugyanakkor az I. pontban belattuk, hogy 7~ |— VxA is igaz.

2. Ha 4 € I, akkor a levezetési szabalyok értelmében A levezethetd 7-bol, ugyanakkor a II.
pontban belattuk, hogy 7~ |- VxA is igaz.

A levezetés minden tagja MP-vel keletkezik a premisszakbol, hiszen most, a IIl. pontban

kifejezetten az MP-vel levezetett formuldkat kivanjuk vizsgalni. MP egyébként is a QC

egyetlen nem trividlis levezetési szabalya. (DT, metszet, ko.po. stb. szintén MP-re

tamaszkodik).
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Tegyiik fel, hogy az 4 egy (B D A) és egy B alaku formuldbdl vezethetd le, ezek valami
masokbol, amik pedig megint masokbol stb. Biztos, hogy a sor elején olyan premisszak allnak,
amikre érvényes K, vagyis hogy univerzalisan kvantalva is levezethetd 7-bol.
Kérdés, hogy azon az uton, amelyen a premisszaktol 4-hoz jutunk, nem veszik-e el ez a
tulajdonsag. Mivel a levezetés minden 1épése MP, ezért azt kell megtudni, MP 6rokiti-e a K
tulajdonsagot.

Ennek két feltétele van:

1. Minden uj tag legyen levezethetd 7-bol: ez eleve teljesiil, hiszen a /-bdl valo levezetés

soran vald 6roklédésrdl beszEliink.

2. Minden yj tag legyen univerzalisan kvantalva is levezethetd.
Vagyis MP-t kell abbol a szempontbol megvizsgalni, hogy tetszéleges K tulajdonsagu
formulakbol mindig K tulajdonsagut vezet-e le.

Tegyiik fel, hogy (B o C)-re és B-re igaz a K tulajdonsag!

1. I'FVYx(B>0) foltevés

2. I} Vx(B) foltevés

3. } Vx4 > B) > (Vxd o VxB) (A5)

4. }vx(B> C) > (VxB > ¥xC) betticserék: 3

5. Vx(B> () | (VxB > Vx() DT: 4

6. {Vx(B> (), VxB} }vxC DT: 5

7. ' VxB |—VxC metszet: 1,6 77 szerepében 7, I szerepében VxB]
8. I'vrl |— vxC metszet: 2,7 [/7 szerepében I, I szerepében 7]

9. I |— VxC egyszeriisités

Tehat MP valdban 6rokiti tetszéleges tagokrdl a ,,/-bdl univerzalisan kvantélva is levezethetd”
tulajdonsagot.

Tovabbi magyarazat. Az els6 két sorban a foltevés latszolag csak azt fogalmazza meg, hogy a
két vizsgalt formula ,,kvantalva levezethetd 7-bol”, de nem azt, hogy ,.kvantalva is levezethetd
Ibol”, marpedig a K tulajdonsdg azt is magaban foglalja, hogy kvantdlva és kvantalatlanul is
levezethetd. Ugyanez a latszat tamadhat az utolsé sor C formulajaval kapcsolatban is. Am a
kvantalatlanul levezethetéség eleve teljesiil, ha olyan (B o C), B és C formuldkrol van szo,
amelyek szerepelnek 4-nak 7-bol valo levelezésében.

QC.1. Specilis esete: Ha | 4, akkor | VxA4. univerzalis generalizalas UG
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Ha [iires osztaly, akkor is érvényes a QC.1. De ez nem pusztan / iiressége miatt specialis eset,
hanem azért is, mert ezzel egyiitt az a kikotés is elesik, amit a QC.1. esetében altalanossagban
meg kellett fogalmazni: a specialis torvény akkor is érvényes, ha 4-ban van x-nek szabad

el6fordulasa.

QC.2. Ha A4-ban x helyettesithetdé y-nal, és y nem fordul elé szabadon A-ban, akkor
VxA |—VyAy/x.

1. Vx4d>4™ (A4)

2. Vxd pA™ DT: 1

3. Vx4 |—Ay/x betlicsere: 2
4. Vxd |vya™ QC.1.: 1

A tétel megforditasa is igaz: Vy4"” |- VxA. (A6) szerint ugyanis ha 4-ban x-nek nincs szabad
eléfordulasa, akkor 4 o VxA4. Es VyAy/x olyan formula, amelyben éppen x helyett irtunk

mindeniitt y-t.

QCJ3.HaI” |-A“/ ¥, és a nem fordul eld 7 elemeiben, akkor 7~ |— VxA.

1. I pa™ foltevés

2. I |-A2/x betlicsere: 1

3. [ }vza™ QC.1.:2

4. I |— VxA QC.2.: 3 (De z ne forduljon el6 A-ban se szabadon!)

Tovéabbi magyarazatok: A 2. sorhoz: Mivel a QC-ben nincs kiilonbség a névkonstansok ¢s a
valtozok szabad el6fordulasa kozott, egy név nemcsak egy masik névvel, hanem egy valtozoval
(2) is lecserélhetd, ha arra is teljesiil az a kikotés, ami az eredeti névre (a) teljesiilt, hogy nem
fordul eld szabadon /-ban!

A kiindulo feltevések mutatjak, hogy a teljesen fiiggetlen 7-t6l. Ha mégis levezethetd egy a-t

tartalmazé formula /-bol, az nyilvan nem a-n mulik, vagyis tetszéleges terminussal teljesiil.

*QC.4. Ha I konzisztens, és a nem fordul el§ /iban, és ~Vx4 e I akkor I"U {~4™} is
konzisztens.

Az indirekt bizonyitas kedvéért az elsd sorban tegylik fel, hogy /" U {~Aa/x} inkonzisztens.
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1

2
3
4
5
6.
7
8
9

o {~4"y | B
I |_Aa/x

. T'}vxd

. ~VxAd el

. I F~Vx4
{4,~4} | B
(Vxd4, ~Vx4} | B
vad |~vxA> B
r'b~vxd>B
0. }B
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foltevés

PC.13.: 1
QC3.:2
foltevés

LSZ 4

PC.11.
behelyettesités 6
DT: 7

metszet: 3,8

MP: 5,9

A bizonyitas kedvéért tett feltételezésiinkbodl levezetheté volt, hogy 7/~ inkonzisztens, ami

ellentmond a kiindulé feltételezésnek. Tehat "L {~4“"} mégsem inkonzisztens. QED

Az 5. sor helyett irhattuk volna rogton, hogy / inkonzisztens, hiszen PC.12. éppen azt mondja,

hogy ha 7-bol levezethetd egyik elemének negéltja, akkor 7 inkonzisztens. A 3 és 4. sor éppen

ezt

*Q
1

2
3
4
5

mutatja.

C5. fe=t
CFx=x

. Fxx=x)
7 =V

C Fxx=x)o(t=1)
)

(A7)

UG: 1

(A4
Behelyettesités: 3
MP: 2.4

Itt vezettiik le minden valtozora az (A7)-et. S6t, nemcsak minden véltozora, hanem minden

névre is (igaz ez utobbi (A7) szabalyos behelyettesitésként is adodna.)

*Q
1

2
3
4
5
6

C.6. {(s=1), 4"} | 4”
- =) o (s (A8)
- Ya[e=y) o (4oA7)] UG: 1 (kétszer)
. W= o (4 o 47 (A4): 2
- Fls=0 > @5 4™)] (A4):3
(=0 F o A7) DT: 4

{(s=1), 4"} | A" DT: 4
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4. A QC teljessége a KL-re nézve
(Tankonyv 138. oldal)

I. A feladat kijelolése

A QC teljessége a KL-re nézve azt jelenti, hogy a QC a KL minden kovetkeztetését
reprodukalni képes, vagyis, hogy minden a KL szerinti kdvetkeztetés fennall a QC-ben is (de
forditva nem feltétlentil).

Ha "= A4, akkor I" | 4.
Ha a QC nem lenne teljes, akkor a KL valamelyik formulaosztalyanak lenne olyan
kovetkezménye, amelyeket ugyanazokbol a formulakbdl a QC-ben nem lehet levezetni.
Ha pontosan meg akarjuk mondani, hogy mit jelent az, hogy /"= A4, akkor a szemantikus

"= A akkor és csak akkor, ha /"L {~A4} kielégithetetlen.
Ismeriink egy ezzel analég QC-torvényt: PC.13.
r |—A akkor és csak akkor, ha /"U {~4} inkonzisztens.

Mivel /"= A fennallasa esetén akarjuk /7~ |-A érvényességét belatni, ez az iménti két tételben
szerepld ,,akkor és csak akkor” miatt annyi, mint ha 77U {~A} kielégithetetlensége esetén
akarnank /"U {~A4} inkonzisztenciajat belatni.
Mindezt grafikusan is szemléltethetd. Ehhez az is elég, ha az iménti két tétel gyengébb
valtozatat vessziik alapul (az ,,akkor és csak akkor” helyett elég a ,,ha, akkor”). Az alabbi abran

betiikkel jelolt nyilak mindentitt ,,ha, akkor” kapcsolatot jelentenek.

Ha I"'= A akkor, I"U {~A4} kielégithetetlen.
(a) =
4 (d) 1 (b)
< (o)

r |—A akkor, ha I"U {~A4} inkonzisztens.

Az abra mutatja, hogy /' = A4 és I |—A kozott akkor tudjuk a QC teljességének bizonyitasahoz
megkovetelt kapcsolatot (d) igazolni, ha végigjarhatd az (a)-bol, (b)-bol és (c)-bdl allo,
nyilakkal kijeldlt Gt. Ennek az Gtnak harom 1épése van, de az (a) és (c) 1épésekkel mar nem kell

foglalkoznunk, hiszen ezek problématlanok, mivel a szemantikus kovetkezményrelacid
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crer

(d) is bizonyitott volna, vagyis belatnank, hogy ha /"= A4, akkor I” |—A. Ez pedig nem volna

mas, mint annak belatasa, hogy a QC teljes a KL-re nézve.

I1. A (b) 1épés bizonyitasa

Gyakorlatilag kertil6 ton fogunk tehat haladni: eldszor a kielégithetdség/kielégithetetlenség és
a konzisztencia/inkonzisztencia fogalmat kapcsoljuk 0Ossze egymaéssal. A 7 U {~A4}
kielégithetetlenségét analitikus tadblazattal lehet belatni, ezért érdemes meggondolni, tudunk-e

kapcsolatot teremteni az analitikus tdblazat alapfogalmai és az inkonzisztencia fogalma kozott.

Elozetes megallapitasok

1. PC. 11. szerint, ha egy formulaosztilyban ellentmondé formuldk vannak, akkor
inkonzisztens.

2. Ennek kontraponaltja, hogy ha egy formulaosztily konzisztens, akkor nincsenek benne
ellentmond6 formulék.

3. Egy formulaosztily analitikus tdblazatdban minden dgatr tekinthetiink a kiindulo
formulaosztaly bovitéseként keletkezé formulaosztalynak.

4. Ezek szerint tehat, ha egy formulaosztily analitikus tabldzatdban egy-egy ag konzisztens,
akkor nincsenek rajta ellentmond6 formulak.

5. Azt mondjuk, hogy egy ag nyitott (kielégithetd), ha nincsenek rajta ellentmond6 formulak.
6. Ezzel elérkeztiink az elsé fontos részeredményhez. Ha egy formulaosztily analitikus
tablazataban egy agon nincsenek ellentmondd formulédk, vagyis konzisztens, akkor nyitott (és
kielégithetd).

7. Erdemes még egy fogalmat elSre rogziteni. Az analitikus tdblazat egy aga befejezett, ha
valamennyi formulajanak szerepel rajta minden konjunktiv és az egyik alternativ szarmazéka.

A (b) 1épés bizonyitasdhoz két fontos tételt kell még bizonyitanunk.

1. Tétel

Ha egy I formulaosztaly konzisztens,

akkor analitikus tabldazatanak van nyitott befejezett aga.
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Megjegyzés. Ez a tétel tetszéleges 7/ formulaosztalyrol szol. Bizonyitasa kdzben félrevezetd
volna éppen a 7"U {~A} képlet /-jara koncentralni. (Valdjdban inkabb magardl a /" U {~A4}
formulaosztalyrol fogunk beszélni az 1. Tétel bizonyitasa és a 2. Tétel levezetése soran.)
Bizonyitas. 7~ analitikus tablazatnanak azok a sorai, amelyek 7 tagjait tartalmazzak, olyan
agkezdeményt jelentenek, amely konzisztens, hiszen 7" a feltételezés szerint konzisztens. Ez az
agkezdemény az iménti 6. pont miatt egyben nyitott is. Ha biztosak lehetnénk abban, hogy 7~
elemeinek szdrmazékai nem rontjak le a szarmazékok felirasaval kibontakoz6 4g mint egyre
boviil formulaosztaly konzisztenciajat, akkor abban is biztosak lehetnénk, hogy a szarmazékok
felirasaval keletkezd agak nyitottak. Pontosabban, mivel az alternativ szarmazékok eladgaztatjak
az analitikus tdblazatot, és a bizonyitand6 tételhez (mint ahogy a szemantikus
kovetkezményrelacio fennallasahoz is) csak annyit koveteliink meg, hogy a tdblazat dsszes aga
kozil legalabb egy legyen nyitott, de befejezett, most arr6l kell csak meggy6zddni, hogy I~
konzisztenciaja 6roklodik azok koziil az egyre nagyobb elemszamu formulaosztalyok koziil
legalabb egyre, amelyeket a /”szarmazékainak felirasakor keletkez6 agak testesitenek meg.
Errél a QC eddig megismert levezetései segitségével gyOzddhetiink meg. Négy alesetet
kiilonboztetiink meg aszerint, hogy milyen tipusi formula szarmazékardl van sz6. Minden
formula vagy A, vagy ~4, vagy ~~A, vagy t| = t,, vagy ~(t; = 1), vagy (4 > B), vagy ~(4 D B),
vagy VxA, vagy ~VxA alaka. Mas tipusti formula nincs, mert ami masmilyennek ttinik, az is

visszavezetheto ezekre.

0. csoport: A és ~A.
Ezekkel nem kell foglalkozni. Ezeknek ugyanis nincsen szarmazékuk, ezért nem fogjak

semmivel sem béviteni / analitikus tablazatat, igy nem tudjak elrontani a konzisztenciat.

I. csoport: ~~A4, ~(4 D B) és VxA

Vegyiink egy konzisztens 7/ osztalyt, és képzeljiik el, mit csindlunk, amikor elkészitjiikk az
analitikus tablazatat! Mindig Gjabb formulakat (a szarmazékokat) irunk a 7/~ osztalyhoz. Vagyis
[t Gjra meg Ujra egyesitjiik olyan egytagli formulaosztalyokkal, amelyeknek egyetlen tagja /7~
valamelyik formulajanak szarmazéka. Ezeknek a bdvitéseknek tovabbra is konzisztens
formulaosztaly lesz az eredménye, ha az az egy tag, amellyel bovitiink, levezethetd /-bol.
PC.14. ugyanis kimondja: ha egy konzisztens formulaosztilyt kibdvitink egy beldle
levezethetd formulaval, akkor konzisztens formulaosztalyt kapunk. [PC.14. Ha 7 konzisztens,

és I” |—A, akkor 77U {4} is konzisztens.]
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(Figyelem! A tankonyv 138. oldaldn a Bizonyitds 3. sora hibas: A—PC—15tételszerint.
Helyesen: A PC. 14 tétel szerint.)

A kérdés tehat az, hogy 7/ egyik elemének szarmazéka levezetheté-e /7-bol. Ha igen, akkor
PC.1. szerint egy bdvebb osztalybol, 7-bdl is. (S6t abbol a még bovebb osztalybdl is, ami 7~
analitikus tablazatanak egyik aga.) Lehetnek 7/-nak olyan elemei, ahol ez a levezethetdség
fenndll, és az ilyen formulak tartoznak az I. csoportba. (II.-be azok tartoznak majd, ahol nem egy
eleméb6l, hanem kett6bdl, de még mindig 7-bdl lehet levezetni.) Mint kordbban bizonyitottuk, ~~4,
~A D B) és VxA olyan formuldk, amelyeknek a szarmazékai a QC-ben Onmagukbol
levezethetdk:

PCS8.~4 |4

PC.16. (4> B) |4

PC.17. (4> B) }~B

QC.2. bizonyitasanak 2. sora: Vx4 |—At/x

Tehat az 1. csoportba tartoz6 formuldk szarmazékai PC.14. szerint 6rokitik / konzisztenciajat a
I"v {szarmazék} osztilyra. Az ilyen formuldkbdl keletkezd elsd szarmazékkal olyan bovebb
formulaosztaly jon létre, amely maga is konzisztens, és igy a masodik szdrmazékkal még
tovabb bdvitett ujabb formulaosztily konzisztencidnak vizsgalatakor mar nem az eredeti 7,

hanem az egy taggal kiboviilt osztaly konzisztenciajat vehetjiik alapul.

II. csoport: t; =1, és ~(t; = t2)

Az azonossagi formulaknak onmagukban nincsen szarmazékuk, hanem csak /7 egy masik
elemével egyiitt. Ennek a szdrmazéknak a 7-bol vald levezethetdségérdol QC.6. kezeskedik: {(s
=§), A"} |—A’/Z. Ezzel belattuk, a PC.14. masodik feltételének (a levezethet6ség) teljesiilését.
Az elso feltétel (a konzisztencia) is teljesiil, hiszen a {(s = ¢), AS/Z} nyilvan /7 egy részosztalya,
¢s ha 7 konzisztens, akkor ez a részosztdly is az. Ezért PC.14. szerint a II. csoportba tartozo

formulédk szarmazékai is 6rokitik /7 konzisztenciajat a /"L {szarmazék} osztalyra.

II. csoport: ~VxA4

~VxA szarmazéka ~A" (ahol a egy 0j név). A korabbiakban 6nallé torvény formajaban
bizonyitottuk, hogy ez a szarmazék konzisztensen hozzdilleszthetd egy ~VxA-t tartalmazé
konzisztens /-hoz. QC.4.: Ha /" konzisztens, és a nem fordul el6 /-ban és ~VxA e I, akkor I~

U {~A""} is konzisztens.
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A III. csoport tehat mar nem tdmaszkodik PC.14-re, hanem kdzvetleniil bizonyitottuk QC.4

altal, hogy a szarmazék konzisztensen boviti /-t, tehat 6rokiti a konzisztenciat.

IV. csoport: A o B

Kiilon esetet testesit meg 4 D B, mert alternativ szarmazékai vannak. Ez az egyetlen olyan
formula, amely elagaztatja a tdblazatot. Tovabbi (bar ezzel 6sszefiiggd) kiillonbség, hogy az I.-
III. csoport formuléi esetében megmondhattuk, hogy mi mindennek kell igaznak lenni, hogy
maguk a formulak igazak legyenek. Ezekrdl a szarmazékokrdl vagy kozvetlenil allitotta egy
QC-torvény, hogy konzisztensen egyesitheték /-val (III), vagy kozvetve, az utdn, hogy be
lehetett bizonyitani, hogy levezetheték 7-bol (I-11.).

A D B esetén egyik ut sem jarhatd. Nincs olyan térvény, amely kimondand, hogy 4 o B |- ~A,
vagy A O B |-B. Ez logikus is igy. A KL-ben sem all, hogy 4 > B = ~4 vagy A > B = B. Ha
az analog szintaktikai kovetkezményrelaciok a QC-ben mégis bizonyithatok volnanak, akkor a
QC nem lenne helyes a KL-re nézve. Olyant is levezetne, ami a KL-ben nem kovetkezik.
Marpedig korabban bizonyitottuk, hogy a QC helyes a KL-re nézve.

Tehat nem jarhatunk el ugy, mint I-II esetében. De a QC-ben olyan térvény sincs, amely
sincs, hogy ha 4 o B € 7, akkor /"U {B} konzisztens. Van viszont egy olyan térvény, amely
kimondja, hogy 4 o B szarmazékai koziil legalabb az egyik konzisztensen bovitheti azt a /-t.
PC.15.: Ha ["konzisztens, és (4 D B) € [, akkor I"U {~A4} és "L {B} koziil legalabb az egyik
konzisztens.

Ez pedig elég is az 1. tétel bizonyitdsdhoz, ugyanis egyetlen konzisztens agat kerestiink.

Barmely eldgazas esetén legalabb az egyik ag konzisztens marad.

Mivel elszdmoltunk minden formulatipussal, és ugy talaltuk, hogy / minden szarmazékkal valo
kibdvitése konzisztensen (vagy mint a IV. csoport esetében: konzisztensen is) boviti /-t (illetve
az egyre boviild 7-t), ezért tételiinket bizonyitottuk. Ha egy konzisztens I-bdl indulunk ki,

akkor analitikus tdblazatanak lesz nyitott befejezett 4ga.

Korabban az eldrebocsatott 5. pontban mar felidéztiik azt az analitikus tablazatokkal
kapcsolatos tényt, hogy egy ag nyitottsaga azt jelenti, hogy az 4gon nincsen ellentmondd
formulapar (ami mellesleg az inkonzisztencia legszembetlin6bb jele is volna). Ez pedig azt is

jelenti, hogy a kiindulé formulaosztaly (és persze maga az ag is), kielégitheto.
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Ha ez a belatast lancszaballyal egyesitjiik az 1. Tétellel, Gjabb tételhez jutunk.

2. Tétel

Ha I konzisztens, akkor kielégitheto.

Ezzel majdnem célba ért a bizonyitasunk. Idézziik fel korabbi dbrankat:

Ha I"= A akkor, I"U {~A4} kielégithetetlen.
(a) =
d(d) { (b)
< (o)

r |—A akkor, ha 7"V {~A4} inkonzisztens.

Lathatd, hogy a (b) 1épés ,ha, akkor” jelentésii nyila a szemantikus fogalomtdl vezet a
szintaktikai felépitésti logika fogalméahoz, ezért (b) igazoldsdhoz a 2. Tétel kontraponaltjara van
sziikség: Ha 7 kielégithetetlen, akkor inkonzisztens.
Az 1. Tételhez flizott megjegyzés mar felhivta ra a figyelmet, hogy az iménti fejtegetések soran
I tetszbleges formulaosztalyt jelentett. Eredményeink természetesen barmely konkrét
formulaosztalyra érvényesek, igy arra a /"L {~A} osztalyra is, amelyrdl a (b) 1épésben sz6 van
(és amely némiképp szerencsétlen moédon maga is hasznélja a 7 jelet). A 2. tétel kontraponaltja
szerint tehat, ha 1" {~A} kielégithetetlen, akkor I"U {~A} inkonzisztens.
Ezzel igazoltuk a (b) 1épést, ami a QC-nek a KL-hez val6 teljességének igazolasat is jelenti.
Hiszen az abrardl leolvashato, hogy keriild Gton a (d) 1épést is igazoltuk: [I"= 4] =) [{~ |—A].
Az abra nyilai mentén megtett Ut igy foglalhatd 6ssze:

[['= A] =@ [L U {~A4} kielégithetetlen] =@, [/ {~A4} inkonzisztens] =) [1~ |—A]
Az (a) 1épés a szemantikus kdvetkezményrelacid definicioja alapjan helyes, a (b) 1épést most
lattuk be, a (c) 1épést pedig a PC.13. igazolja. Ha a nyilak helyett ,,ha, akkor”-t olvasunk, akkor

az igy keletkezd Osszetett kondicionalisbol mintegy lancszaballyal Gjabb tételt kapunk.
3. Tétel

Ha "= 4, akkor I" | 4.
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Ez a tétel azt mondja ki, hogy a QC teljes a KL-re nézve. Mivel korabban belattuk mar, hogy a
QC emellett helyes is a KL-re nézve, azt is kijelenthetjiik, hogy a QC és a KL adekvat
egymashoz, vagyis ami az egyikben levezethetd, levezethetd a masikban is. Ez a tétel azonban
még nem jelenti azt, hogy azt is meg tudnank mondatni, mi az, ami levezethetd, és mi az, ami
nem, vagyis minden konkrét formula esetében el tudnank donteni, hogy levezetheté-e. A KL
analitikus tablazata nem bizonyult minden esetben hasznalhaté moédszernek, és a QC-ben

sincsen megfeleld univerzalis eljaras.
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5. A Peano aritmetika
(Tankonyv 142-147. oldal)

1. Bevezetés

Ebben és a kovetkezd fejezetben egy-egy olyan elmélet keriil szoba, amely a Tankdnyv szavai
szerint (142. oldal) ,,elfér a klasszikus elsérendii logika keretei kozott”.
—» Mit jelent itt az ,elfér” metafora? Hogyan ,loghatna tul” egy elmélet ezeken a

kereteken?

A. Alapfogalmak

Elsérendi elmélet: E=(L, I')

Az elmélet nyelve: L = (Log, Var, Con, Term, Form) (Az elmélet attol elsdrendii, hogy L
elsdérendii, vagyis Var csak individuumvaltozokat enged meg.)

Az elmélet posztulatumai vagy axiomai: I" = Form egy zart formuldkbol allo részosztalya.
Ezeknek a statusza hasonlit az alapformulakéhoz. Azért kiilonitik el ket mégis egy kalkulus
alapformulaitol, mert mas céllal vezetik be Oket: nem egy logikai kalkulus kidolgozasara
szolgélnak, hanem egy tudoményos diszciplina alapjaiként.

Az elmélet alapfogalmai: Con elemei.

Az elmélet szarmaztatott fogalmai: Con-bol L segitségével, definicidokkal nyert fogalmak.

Az elmélet rételei: I logikai kovetkezményei. Mivel a KL ¢és a QC adekvatak, ezért mindegy,
hogy itt a kovetkezményreldciok koziil melyiket hasznaljuk. Egy elmélethez magédhoz nem
tartoznak hozza a levezetési szabalyok, igy a kovetkezményreldcid sem, csak a nyelv és az
axiomak, de az elmélet mitkddtetésénél hasznaljuk dket. Némiképp tavoli hasonlattal élve, az
evolucidelmélethez nem tartozik hozza a logika, amelynek segitségével az elmélet
alapbelatasaibdl (axidomaibol) az ember és az emberszabasu majmok kozotti kapcsolatot
kifejezo allitasokat levezetik.

Mivel ha 4 € [, akkor I” |— A, a posztuladtumok mindegyike tétele is az elméletnek. Bar
levezethetdk 7-bol, levezetésiikre, bizonyitdsukra nincs sziikség, mert mint axiomak eleve
»igazak”. Mivel a logikai igazsagok tetszdleges formulanak kdvetkezményei, kdvetkezményei
[nak is; ezért a logikai igazsagok is tételei az elméletnek. Az elmélet valodi tétele az, aminek a

levezetéséhez igénybe vessziik /-t is.
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B. Az elméletek konzisztenciajanak kérdése

Korabban lattuk, hogy egy formulaosztaly akkor inkonzisztens, ha beldle az alapjaul szolgélo
nyelv barmely formuldja levezethetd. Egy elmélet konzisztens, ha a posztulatumainak osztalya
konzisztens, vagyis /-jabol nem lehet barmit levezetni, tehat soha nem fordul eld, hogy 4 és ~4
egyarant levezethetd. Az elméletek konzisztencidjanak ellendrzése nem konnyti feladat, mert
nincsen ra univerzalis eljaras. Ugyanakkor, ha nem lehetiink biztosak benne, hogy elméletiink
konzisztens, semmilyen levezetett tételt nem kell megbizhatonak tartanunk, mert az
inkonzisztens elméletekbdl barmi levezethetd.

Neguacioteljeseknek mondjuk azokat az elméleteket, amelyekben barmely formula bizonyithato
(levezethetd) vagy cafolhaté. Vagyis ahol (1" | 4) vagy (I | ~A) fonnall.

—» Kizar6 vagy megengedo értelemben (alternacio) szerepel itt a ,,vagy”? Miért?
Lathatd, hogy a negacioteljesség ¢€s az inkonzisztencia nem azonos fogalmak, hiszen
inkonzisztensnek azt az elméletet mondjuk, ahol (/° |—A) és (I |— ~A) fonnall. Viszont ami
inkonzisztens, az negacioteljes.

—» Magyardzza el, miért irja a Tankényv a 142. oldalon: ,Vilagos, hogy

negacioteljesség csak a konzisztens elméletek esetén érdekes tulajdonsag.”

A tudomanyos érdek azt kivanna, hogy konzisztens ¢és negacidteljes elméletekkel
rendelkezziink, tehat, hogy az elméletben felmeriilé minden kérdésre valaszt tudjunk adni
(minden tételrdl eldonthessiik, hogy kovetkezik-e az elméletbdl). Godel eredményeivel
megismerkedve mégis azt fogjuk talalni, hogy elméleteink jelentds része nem felel meg ennek a
kivanalomnak.

A kovetkezOkben a Tankonyv 143. oldalan idézett godeli tételt probaljuk 1€pésrol-lépésre
belatni, az itt betoldott szamozast kovetve:

,, Vannak olyan elsérendii matematikai elméletek, (1I)

amelyek ha konzisztensek, (V)

nem lehetnek negacioteljesek, (111)

és semmiféle konzisztens bovitéssel nem tehetéek negacioteljessé, azaz gyogyithatatlanul

inkomplettek e tekintetben. (IV) ”
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II. A Peano aritmetika

A konzisztens, de nem negécioteljes elmélet példaja a kdvetkezOkben a Peano aritmetika lesz,
amelyet a fent bemutatott médon adunk meg.
P=(L"I)
L" értelmezésében a kordbban L-rél, mondottakra tamaszkodhatunk. Nemlogikai konstansai:
Conp,={0,’, +, X)
0: név (a nulla neve)
1 egyargumentumd névfunktor: egy szambdl az eggyel nagyobb szamot képzi (az
argumentuma utdn irjuk)
+, X: az Osszeadas és a szorzas kétargumentumu névfunktorai (az argumentumok kozé
irjuk)
I'p, vagyis a posztulatumok osztalya:
(P1) Vx~(x’=0)
(P2) VxVy[(x’ =y") D (x =y)]
P3) Vx(x + 0 =x)
(P4) VxVy[x+y =(x+y)’]
(PS) Vx(x x 0=0)
(P6) VxVyx x y* = (x X y) +x]
(P7) [A" & Vx(4 D A°)] o Vx4

Kommentdrok

(P1)-et atalakitva ezt kapjuk: ~3x(x’ = 0). Nincs olyan szam (x), amelynek kdvetdje (x*) a 0
volna.

(P2)-t kontrapondlva ezt kapjuk: VxVy[~(x = y) D ~(x = y’)] Egyszerlibben:
VxVy[(x # y) D (x” # »’)] Ha két szdm kiilonbozik, akkor kiilonboznek azok a szdmok is,
amelyek kovetik oket.

(P3): A x + 0 kifejezést zardjelbe is tehetjiik, de ez nem sziikséges, hiszen a + névfunktor, csak
a két argumentumaval egybeolvasva ad olyan nevet, amely az azonossagpredikatum
argumentuma lehet. Aki elébb egybeolvasna, hogy 0 = x, majd ehhez akarna hozzaadni az x-et,
az a + masodik argumentumaként nem nevet, hanem mondatot szerepeltetne. Hasonld
mondhat6 pl. (P5)-rdl is.

(P4): A Tankdnyv magyarazatanak megértéséhez olvassuk az azonossagrelaciot jobbrol balra!
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(P7) nem formula, hanem séma: ha valami (egy szarmaztatott fogalom) igaz a 0O-ra, ¢€s
oroklodik, akkor minden szdmra igaz.
(Figyelem! A Tankonyvben a (P7) hibés. Els6 zarojelét az utolsé kondiciondlis eldtt be kell
zarni.)

—» Mutassa ki, hogy a (P7) posztulatum akkor is érvényes, ha x-nek nincs szabad

elofordulasa A-ban!

I11. A Peano aritmetika nem negacioteljes (feltéve, hogy konzisztens)

Godel eredetileg nem a Peano aritmetikardl mutatta ki, hogy nem negacioteljes, hanem egy azt

is magéban foglald6 masodrendii elméleten, de tétele minden P-t tartalmaz6 elméletre érvényes.

A. Egy nevezetes formula

A./a. Godel szamok

e Rendeljiink a nyelv minden kifejezéséhez természetes szdmokat (G-szamok)! Elészor a
logikai, aztdn a nem logikai konstansokhoz, aztan az ezekbdl képezhetd formulakhoz, végiil, a
formulak lancolatabdl allo levezetésekhez.

e A formulédk G-szamat bonyolult szabalyok szerint képezziik. Ha pl. 4, B és © G-szdma rendre
a, b, ¢, akkor a Tankdnyv 144. oldala szerint (4 > B) G-szama 2°x3“x5.

Magyarazat. Az egyes tagok eldre definidlt G-szdmat a formuldban elfoglalt helyiiknek
megfelelden valamelyik torzsszdm (primszam) kitevojévé tessziik, kezdve az elsovel (2), majd
kihagyas nélkiil az egyre nagyobbakkal (3, 5), és a kitevds tagokat Osszeszorozzuk. A
Tankdnyvben a kondicionalis jelének azért 2¢ felel meg, mert (ha nem elirdsrol van szo6), a
A o B formulat a szdmozés kedvéért prefix irasmoduara formalta at, vagyis a funktort kiemelte
az argumentumai elé. (Ameddig a formuldk irasmodja kovetkezetes és atlathatd szabalyokon
nyugszik, barmilyen eljaras megengedett.)

e A szorozat jellemzdé az egész kifejezésre, és torzstényezos felbontassal egy kifejezés G-
szamabol megallapithato a kifejezés szerkezete. (Példaul: 1350 = 2'x3°x57)

e A kitevokben nagyon nagy szamok lehetnek, amelyek tovéabbi térzstényezds felbontasa az

altaluk jellemzett tag belsd szerkezetét definidlja.
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e (G-szamokat rendelhetiink a levezetésekhez is, mert minden levezetés olyan formulakbol all,
amelyek egymashoz képesti sorrendje kotott. Az elsé formula G-szama a 2 kitevoje lesz, a

masodiké a 3 kitevdje, stb. A kitevds szamok Osszeszorzasaval kapjuk a levezetés G-szamat.

Godel eredeti fejtegetései nehezen kovethetdek. Ennek megfelelden a szakirodalomban az ¢
alapelveihez hiiségesen, de jeloléseit nem mindig kovetve kiilonbdzé mddokon mutatjak be a
Godel szamozast. A kovetkezOkben szemléltetés- és gyakorlasképpen E. Nagel — J. R.
Newman: 4 Gédel-bizonyitds cimii tanulmanyat' idézve tekintiink at néhany példat.

A kiilonbozo jelek Godel szamai:

Jel | G-szdm

Logikai konstansok, névkonstansok

~ 1

% 2

) 3

3 4

= 5

0 (nulla) 6
> (kovetdje) 7
8

) 9
, (irasjel) 10

Mondatparaméterek: Mindegyiket egy harommal oszthat6 és
tiznél nagyobb szam jeloli.

p 12
q 15
r 18

Valtozok: Mindegyiket egy olyan 10-nél nagyobb szam jeldli,
amelynek, ha harommal osztjuk, a maradéka 1.

X 13
y 16
z 19

Predikatumparaméterek: Mindegyiket egy olyan 10-nél nagyobb
szam jeloli, amelynek, ha 3-mal osztjuk, a maradéka 2.

F 14
G 17
H 20

Példak
1. Hogyan hatarozzuk meg egy formula G-szamat?
(3x)(x =»’) (= minden szamnak van rakovetkezdje ~ egyik sem a legutols6 szam)

A képletben el6forduld tiz jel G-szama a tablazat alapjan rendre:

8,4,13,9,8,13,5,16,7,9

"In 1. M. Copi —J. A. Gould [Szerk.]: Kortdrs tanulmdnyok a logikaelmélet kérdéseirdl. Budapest, Gondolat, 1985.
70-103. Méas szamozasi mechanizmust tulajdonit Godelnek példaul: W. Kneale — M. Kneale: 4 logika fejlodese.
Budapest, Gondolat, 1987. 666-676.
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Az elsd tiz primszam:
2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29
A formula G-szama:
28x3x5Px 7% 11%x13Px17°x197%231°x29”
—» Adja meg azt a G-szdmot, amely a VxFXx kifejezésnek feleltethetd meg. (Segitség: A

fenti tablazatra alapulod szamozaskor az univerzalis kvantort definicioval kell bevezetni.)

2. Hogyan allapitjiuk meg egy szamrol, hogy G-szam-e, és ha igen, melyik formulat jeloli?

a) G-szam-e a 100?

100 = 2?x5% Tehat 100 nem oszthaté harommal, vagyis olyan formulat kellene, hogy jelentsen,
amelynek nincsen masodik tagja, csak elsé €s harmadik, am ez lehetetlen, ezért a 100 nem G-

szam.

b) G-szam-e a 2430000007
243000000 = 2°x3°x5°, Ez a szorzat formailag helyes, vagyis G-szamot jel5l.
Olyan formulat jeldl, amelynek harom tagja van, az elsd és az utolso tag azonos, és G-szdmuk

egyarant 6; ez a jel a fenti tablazat szerint a 0, a méasodik tagjanak G-szama 5, ez pedig az =.

A 243000000 tehat azt jelenti: 0 =0

3. Hogyan képezziik egy levezetés G-szamat?
Legyen a levezetés kéttagu:
l.~pVyg
2.pDgq
Az elsd sor G-szama: 2'x3'2x5?x7"_ Jeloljiik ezt a szamot m-mel!
A masodik sor G-szama: 2'*x3°x5"_ Jelljiik ezt a szamot n-nel!

A levezetés G-szama ekkor: 2"'x3"

A./b. A szintaxis aritmetizalasa

e Nagyon nagy szamokkal dolgozva az L” nyelv miden elemét egyértelmiien definialhatjuk.

e Az eljarés kiterjeszthetd a metanyelvre is. Az ,,4 egy formula” metanyelvi allitas lefordithat6
ugy, hogy megadjuk az A formula G-szamat, amelybdl kideriil példaul, hogy itt nem egy
logikai konstansrol, hanem egy formularol van sz6. Az ,,4 formuldban van egzisztencialis

kvantor” elmondhaté ugy, hogy kijelentjiik, a formula G-szdma oszthatdo egy hatvanyozott
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primszdmmal, amely hatvanykitevéjében az 3 G-szamat tartalmazza, de nem oszthatdo e
primszdm magasabb hatvanyéval.
—» Hogyan lehetne az 4 formula G-szdmarol tett allitdssal elmondani, hogy az A
formuldban egzisztencialis kvantor hatokorében egzisztencidlis kvantor szerepel?
e Godel kimutatta, hogy az 0Osszes aritmetikai kifejezés effektive (egyetlen, véges modon
leirhat6 eljarassal) kiszamithato, kivéve a /'p- bol vald levezethetdség predikatumat.
—» Ha ez is ,effektive kiszdmithato lenne, akkor az elmélet minden formul4jardl
eldonthetd lenne, hogy tétele-e az elméletnek™ (Tankonyv 145. oldal). Miért? Mit

mondhatnank akkor az elmélet negacioteljességérdl?

A./c. Diagonalizalas
e Definidljuk a haromargumentumi G predikatumot! G(a)(b)(c¢) argumentumai nevek,
mégpedig szamok nevei:
a: egy formula G-szama (Példaul az F(x) formula G-szdma)
b: egy kozonséges szam, amelyet az a G-szamu formuldban az x valtozé helyére irunk.
(Az elobbi példat folytatva: igy F(b) keletkezik) A behelyettesitéssel keletkezo
formulanak a G-szdma mar nem a, hiszen az a G-szamu formula megvaltozott a
behelyettesités altal, és a nem jeldlhet egyszerre két formulat.)
c: az igy létrejovo formula 7-bol vald levezetésének G-szama. (Példank szerint: az F(D)
levezetésének G-szama) A ¢ sem azonos F(b) G-szamaval. Errdl a szdmrol az G(a)(b)(c)
semmit nem mond).
—» Szerepel-e a ¢ G-szamu levezetésben az a G-szamu formula?
e G(a)(b)(c) jelentése: ,,Az a G-szamu formuldba x helyére b-t irva azt a formulat kapjuk,
amelynek levezetésének G-szama c.” Ebbdl a (szdm)neveket kihagyva megkapjuk G jelentését.
—» A TankOnyv a 145. oldalon némiképp mas jelentést ad: ,c egy (/p-bol vald)
levezetés G-szama, e levezetés utolsd tagja az a formula, amelyet az a G-szamu
formulabdl tgy kapunk, hogy az x valtozotot b-vel helyettesitjiik.” Vizsgalja meg,
ugyanazt mondja-¢ a két meghatarozas!
e Jelolje A, az a G-szamu formulat! 4, nem egy argumentummal ellatott predikatum, amit az is
jelez, hogy a TankOényv nem A4, vagy még inkdbb A(a) alakban irja. (Ha A4-t mégis
predikatumnak akarndnk tekinteni, ezt jelentené: ,,Az a formula vagyok, amelynek a G-
szama...”

—» Mit jelentene ebben az esetben maga az 4,7”)
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e Ekkor 4,”" az a formula, amelyik levezetésének a G-szama c.
—» G(a)(b)(c), illetve a benne szerepld névkonstansok jelentése alapjan magyardzza el,
miért ¢ az Aab  formula levezetésének G-szama!
A" egyszersmind olyan A,-bol, tehat olyan a G-szami formulabol keletkezé formula,
amelynek G-szdma mar nem a.
—s» Mit tudunk az 4,” formula G-szamarol?
A " kitev tehat nem A, belsd szerkezetérdl arul el valamit, hanem azt mondja meg, hogy
milyen véltozasment végbe 4, belsejében ahhoz, hogy A,” létrejohessen. A,”~ tehat egy olyan
ismeretlen G-szaml formula, amelyben a alsé index a formula eredetérél, a b pedig a
szarmaztatas modjarol szol.
—» Mint mond a kitevé arrdl, hogyan szarmazott az Aab/x formula az A4, formulabol?
e Ha ki lehet mondani egy G(a)(b)(c) szerkezetii konkrét mondatot, vagyis ha meg lehet
mondani azt is, hogy melyik szamot jelenti ’c’, vagyis ha meg lehet mondani, melyik levezetés
vezet az Aab/x formulahoz, akkor az Aab/x formulanak van levezetése.
—» Magyarédzza el, miért mondja a G(a)(b)(c) formula azt, hogy az A" formulanak
van levezetése!
o Készitslink egy tdblazatot: egymas ala keriiljenek az egyre nagyobb G-szdmu formuldk!

Balrol jobbra pedig ugy haladjunk, hogy az x helyére mindig egyre nagyobb szdm keriiljon!

Egyre nagyobb b —

Egyre A A7 4 4
nagyobb |4\ A2F A A
a A A A A
A A2 AP At

ASS/X

Az A, szerkezetii formulakat a tablazatban valé elhelyezkedésiik miatt diagonalis formulanak
nevezziik. Ugy jonnek 1étre, hogy nyitott (szabad x valtozot tartalmazo) formulakba rendre azt a
szamot helyettesitjiik be a valtozo helyére, amely a formula G-szdma. A tovabbiakban a

diagonalis formulékroél lesz szo.
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A./d. Az eldonthetetlen formula (amelyet se bizonyitani, se cafolni nem lehet)
o Tekintsiik a kovetkezd formulat:
1 Vz-Gx)(x)(2)

Ez egy egyvaltozds nyitott formula: csak z-re nézve zart. (Eldrebocsathatjuk: Az, hogy ez
nyitott formula, azt jelenti, hogy nem fejez ki allitast.)
Most tobb 1épéses kisérletet tesziink e formula kiolvasasara.
Mivel (1) ekvivalens ezzel: ~3zG(x)(x)(z), a kiolvasas igy kezdédik: Nincs olyan z, ami annak a
levezetésnek a G-szama, hogy ... Vagy masképpen Nincs levezetése annak, hogy...
Magyardzat. Ha egy levezetésnek nincs G-szama, akkor az a levezetés nem létezik, mert a
levezetés nem mas, mint egy formulasorozat, amelynek els6 tagja egy vagy tobb axioma, utolséd
tagja a levezetendd formula, viszont minden létezé formulasorozathoz definidlhatd G-szam.
(A kiolvasasként megadott félmondatok, 6sszhangban azzal, hogy (1) nyitott formula, valéban
nem allitasok. Ha be akarnank fejezni oket, x-be {itk6znénk, ami megakadalyozna, hogy valami
hatarozottat allitsunk. Mivel x valtozd, nem tudjuk megmondani, minek nincs levezetése.)
e Vizsgaljuk meg, hogy minek nincs levezetése? Egy kozelebbrél meg nem hatarozott
formulanak, amelyet akar levezetetlen formulanak is hivhatunk. Meghatarozatlan e formula,
mert nincs megadva, hogy mibdl jott 1étre (elsd x helyén kellene allnia egy konkrét formula-6st
jelold konkrét szamnak), €s az sem, hogy hogyan jott létre (médsodik x helyén kellene allnia
annak a konkrét szdmnak, amelyet a formula-6sben a szabad valtozok helyére
helyettesitettiink), tehat az sincs meghatarozva, hogy mi tortént a valtozoival.

—» Az iménti mondatban némiképp leegyszeriisitd médon formula-dsben levd szabad

valtozokrol esett sz6. Lehetnek-e ezek a valtozok x-ek, vagy lehetnek-e masok, mint x-

ek? Es ha x-ekrdl van itt szo, akkor ,,ugyanazokrol”, mint amelyek az (1)-ben vannak?
Magyaréazat. Fontos, hogy a G predikatum elsé argumentuma a levezetetlen formula ,,alaki
Osének” a G-szdmat adnd meg, tehat nem annak a formulanak, amely esetleges logikai
levezetésében kozvetleniil megel6zné, hanem annak, amelybdl behelyettesitéssel nyerhetd.
Amikor azt mondjuk, hogy ,nincsen levezetése”, nem azt mondjuk, hogy nincsen olyan
formula, ,,alaki 6s”, amelybdl 1étrehozhato, hanem azt, hogy nem létezik az a formulasorozat,
amely az elmélet posztuldtumaival kotné Ossze a levezetetlen formulat.
e Az (1) formula formalisan igy olvashat6é ki: Nem igaz, hogy van olyan z, ami annak a
levezetésnek a G-szdma, amelynek zard tagja az a formula, amelyet Uigy nyeriink, hogy az x G-
szamu formulaban (,,alaki dsben”) x helyére x-et helyettesitlink, vagyis nem csinalunk semmit.

(Ez a mondat természetesen nem allitas.)
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o Itt egy A, (= A,) formula levezethetetlenségérdl van szo.
—» Korabban volt sz6 rola, hogy 4,”* és 4, nem ugyanaz. Most mégis két olyan
formulat azonositunk, amelyek alakjukban hasonlé mddon kiillonboznek. Miért tehetjiik
ezt meg?
Mivel az A, szimbolum az a G-szdmu formulat fejezi ki, ezért (1)-et, amelyben x G-szamu
formuléroél esik szo, igy is kiolvashatjuk: Nincs levezetése az A, formulanak.
—» Nem feledkezik meg ez a kiolvasés az ™™ kitevérol?
(Ez tovabbra sem allitds, mert nem mondja meg, hogy minek nincs levezetése, hiszen az A,
»formula” nem egy konkrét formula, hanem ,,egy bizonyos” formulat jelent, amelynek konkrét
megnevezése x étékének megadasaval volna lehetséges. (x itt nem argumentum. Ha az volna,
akkor 4, is formula, nyitott formula volna.) 4, az (1) mondat kiolvasasaban név-jellegii valami,

amely x megadasaval tulajdonnévvé valna, addig azonban maga is csak valtozo.)

e Az (1) formula egy (nyitott) formula, és mint minden formuldnak, rendelkeznie kell G-
szammal. Legyen ez a szam: g
e Ez a g egyértelmiien azonositja (1)-et, hiszen a G-szamok feladata éppen az, hogy
egyértelmilien azonositsdk a formuldkat. Tehat g (1) neve. Mivel 4, jelentése nagyjabol ez: ,,az
a formula, amelynek G-szama g”, az 4z 1s (1)-et jelenti.

—» Ugy tiinik, most mar harom neve is van a Vz~G(x)(x)(z) formulanak: (1), g és Ag.

Lehetséges ez?

B Most helyettesitsiink (1)-ben x helyére g-t!

@) V=GE@)@)e)
Mivel ez ekvivalens azzal, hogy ~3zG(g)(g)(z), kiolvasasa igy kezdddhet: Nincs levezetése
annak a formulénak, hogy...
e Mit tudunk errél a nem levezethetd formularol? Azt, hogy A" alaki. Az alsé index
elmondja, hogy egy g G-szamu formuldbdl jott 1étre. A felsé pedig azt, hogy ugy jott 1étre,
hogy a g G-szamu formulaban x szabad el6fordulasait g-vel helyettesitettiik be.
e Osszefoglalva a (2) kiolvasasarol mondottakat: Nem lehet levezetni azt a formulat, amely egy
g G-szamu formulabol, tigy jon 1étre, hogy benne az x valtozdkat g-vel helyettesitjiik.
e Csakhogy (2) éppen igy jott 1étre! Hiszen (1)-bdl jott l1étre, amelynek G-szdma éppen g;
tovabba ugy jott létre (1)-bdl, hogy abban az x-eket g-vel helyettesitettiik.
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—» Mivel kulcsfontossaghi a fejezet gondolatmenetének megértése szempontjabol,
igazolja sajat szavaival a Tankonyv 145. oldaldnak kulcsmondatat: ,,(2) maga az Agg/x
formula”!
e Vagyis (2) 6nmagardl beszél, és azt mondja 6nmagarol, hogy 6 nem levezethetd. (Itt az
Onmagara referalds artatlan esetérél van szo, amely nem okoz olyan gondokat a logikdban, mint
az ,,Ez a mondat hamis” jellegli kifejezések. Ezek egy jelentés kifejezése helyett sajat
jelentésiikrdl akarnak valamit mondani, ezért nincs jelentésiik. Semmi baj azonban azzal, ha azt
mondom, ,,Ez a mondat, amit éppen mondok, kilenc szét tartalmaz.” (2) sem a sajat
igazsagértékérdl, hanem sajat (szerkezetérdl €s) levezetésérdl szol.)
—» Mivel kulcsfontossagu a fejezet gondolatmenetének megértése szempontjabol,
magyarazza el részletesen, miért allitja a Vz~G(g)(g)(z) formula, hogy ,,En nem vagyok
levezethetd™!
—» Miikddne-e ,,Az eldonthetetlen formula” cimii rész gondolatmenete akkor is, ha (1)

nem abban a forméban szerepelne benne, mint ahogyan szerepel, hanem egyik vagy

masik x mar be lenne benne helyettesitve g-vel? Miért?

B. Levezetheto-e Ip -bél (2) (feltéve, hogy I'p konzisztens)?

e Ezt a kérdést nem lehet azzal megvalaszolni, hogy arra hivatkozunk, hogy (2) sajat
levezethetetlenségét allitja, hiszen (2) akar hamis is lehet. Godel viszont megmutatta, hogy ha
(2) levezethetd, akkor a negaltja is levezethetd. (2) levezethetOsége esetén tehat a Peano
aritmetika nem lenne konzisztens. Ha ugyanis azt gondoljuk, hogy a Peano aritmetika
konzisztens (errdl a kérdésrdl az alabbi V. alfejezet beszél), akkor nem fogadhatjuk el, hogy (2)
levezethetd, mert igy egyben ~(2) is levezethetd lenne, és ezzel maris a Peano aritmetika
inkonzisztencidjadhoz jutnank, pedig éppen az ellenkez6bdl indultunk ki.
—» Arra jutottunk tehat, hogy (2) nem levezethetd a vizsgalt elméletbdl, a Peano
aritmetikdbol. Ugyanazt jelenti-e ez, mint a Tankdnyv 145. oldalon olvashato
megfogalmazasa: ,,A (2) formula nem tartozik P tételei k6z€”? Ezt az Allitast a
Tankonyv a , kovetkezésképpen™ szdval vezeti be. Magyarazza el, hogyan kovetkezik a
megeldzé mondatbol?
e Ezzel elérkeztiink a III. alfejezet f6 témdjadhoz, a negacidteljesség kérdéséhez. Attdl még,

hogy egy kifejezés egy elméletben nem levezethetd, az elmélet lehet negacidteljes. Hiszen ha
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(2) nem is, de talan a negéltja, ~(2) levezethetd. Es talan ~(2) levezethet6ségébél nem
kovetkezne (2) levezethetdsége (vagyis az inkonzisztencia).
e Csakhogy (2) igaz allitast fejez ki. Azt mondja, hogy ¢ nem vezethetd le, és valdban nem
vezethetd le (legalabbis akkor, ha a Peano aritmetika konzisztens, amit itt végig feltételeziink).
¢ Ha pedig (2) igaz, akkor ~(2) hamis.
e fgy ha ~(2) levezetheté lenne, akkor valami hamisbol kellene levezetni, mert igazbol
logikailag soha nem kdvetkezik hamis, hiszen a kovetkezményrelaci6 igaz premisszak esetén
igaz konklziot ad, az igazsagot 6rokiti tovabb. Mivel 7/, tagjai definicid szerint igazak, beldliik
~(2) nem vezetheto le.
e Mivel tehat sem (2), sem ~(2) nem vezethetd le (mindkettd eldonthetetlen), ezért a Peano
aritmetika nem negéciodteljes, feltéve, hogy konzisztens. Ez az eredmény felel meg a hires
Godel-tételek koziil az elsdnek.

—» Magyarazza el, mi az Osszefliggés az eldonthetetlen formula és a negacidteljesség

kozott!

IV. A peaono aritmetika menthetetleniil inkomplett

Arra jutottunk, hogy a Gddel altal vizsgalt elméletben (és minden elméletben, amelynek része a
Peano aritmetika) van eldonthetetlen formula, amelyiket nem lehet levezetni az elméletbdl,
rdadasul olyan eldonthetetlen formulat is talaltunk, amely igaz. Mivel mind a KL-ben, mind a
QC-ben egy formulaosztalybdl barmely tagja kdvetkezik, ugy tlinhet, elég lenne ~(2)-t felvenni
az elmélet posztuldtumai kozé, és akkor ez a formula levezethetéveé, az elmélet pedig
negécioteljessé valna.
—» Ugyanerre a célra (2)-nek a posztulatumok kozé valo felvétele semmiképpen nem
felelne meg. Honnan tudjuk ezt?
Csakhogy Godel kimutatta: ha 7p-t kibOvitenénk is barmilyen tovabbi axiomaval, akkor is
lehetne benne egy G-hez hasonlé G’ predikdtumot definidlni, ami ismét eldonthetetlen formulat

eredményezne.
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V. Konzisztens-e A Peano aritmetika?

A. Ontolégiai megkozelités

e Egy elmélet konzisztens, ha kielégithetd, tehat ha van modellje, vagyis ha van olyan
interpretacid, amely minden posztulatumat igazzéa teszi. Ekkor még hamis tétele sem lehet,
nemhogy ugyanaz a tétel lehetne igaz is, és hamis is.
—» ,,konzisztens, ha kielégithetd” — itt a szintaktikai és a szemantikus felépitésii logika
centralis fogalmai keriiltek egymas mellé, amelyeket mar a QC teljességérol szolod
fejtegetések is Osszekapcsoltak. Miben egyeznek meg, és miben kiilonbéznek ezek a
fogalmak?
—» Milyen ontologiai okai vannak annak, hogy egy inkonzisztens elméletnek nem lehet
modellje?
—» Miért nem fordulhat eld, hogy az elmélet inkonzisztens vagy hamis tételei vannak,
ha a posztulatumok egyiittesen is interpretalhatok igazként?
e A Peano aritmetikdnak van modellje, mégpedig a természetes szamok osztalya, tehat P
konzisztens. Csakhogy minden modell interpretaci6. Minden interpretacid egy targyalasi
univerzumot foglal magéaban (V6.: IP = (U, @)), amelyben individuumok vannak. Léteznek-e

azonban a természetes szdmok? Ez nem logikai, hanem ontologiai kérdés, a mi kérdésiink

crer

B. Logikai megkozelités

o Le kell tehat vezetni, hogy P konzisztens. Vagyis azt kell levezetni, hogy P-b6l nem vezethetd
le minden formula. Hiszen egy elmélet inkonzisztenciaja azt jelenti, hogy barmely tetszéleges B
formula levezethetd beldle.

e Az a levezetend6 metanyelvi mondat, hogy ,,Van olyan formula, amely nem vezethetd le /p-
bol”, Godel modszerével aritmetizalhatd. Nevezziik el az aritmetikai formuldjat Consp-nek! Ez
a formula P konzisztenciajat fejezi ki.

e A Consp formula és a neki megfelel6 mondat taldn igaz, és ha igaz, akkor a P elmélet
konzisztens. Csakhogy mi ezt bizonyitani is szeretnénk, igy még azzal sem elégedhetiink meg,
ha Consp torténetesen igaz, hanem ezt le is kell vezetniink. De vajon levezetheté-e /p-bol
Consp, vagyis az az allitas, hogy van olyan formula, amely nem vezethetd le /p-bol? Godel

kimutatta, hogy ha |— Consp, akkor |— (2). De kordbban mar lattuk, hogy ha |— (2), akkor |— ~(2).
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Tehat ha levezetheto a P elméletbdl az elmélet konzisztenciajat kifejez0 mondat, akkor az
elmélet nem konzisztens.
¢ Ha tehat P konzisztens, ezt nem tudja magarol bebizonyitani, csak kijelenteni. Ez a kijelentés
etté] még lehet igaz, mert (ahogy Tarski is kimutatta®) egy elméletben tbb igaz mondat
fogalmazhat6 meg, mint bizonyithato.
e Ezért a Peano aritmetika konzisztenciajat csak kiviilr6l lehet bizonyitani, a konzisztenciajat
kifejez6 mondat magéanak a Peano aritmetikdnak nem tétele. Ez az eredmény felel meg a hires
Godel-tételek koziil a masodiknak.
—» Vajon nem feleslegesen faradozott, és végiil nem tévedett-e Godel, amikor a Peano
aritmetika konzisztencidjanak kérdésével foglalkozott? Hiszen ugy tlinik, a Peano
aritmetika konzisztencidja egész egyszerlien bizonyithaté az alabbi két kovetkeztetés
segitségével.
Premissza: ~ Ha valami inkonzisztens, akkor negécioteljes.
Premissza: P nem negacioteljes.

Konkluzio: P nem inkonzisztens.

Premissza: P nem inkonzisztens.
Premissza:  Ha valami nem inkonzisztens, akkor konzisztens.

Konklazié: P konzisztens.

Sot, ugy tlnik, a Peano aritmetika konzisztencidja még ennél is egyszeriibben
bizonyithato: Ha P konzisztens, akkor nem vezethet6 le beldle minden formula.
Korabban viszont alaposan megvizsgaltuk (2) levezethetdségét, és negativ eredményre

jutottunk, vagyis talaltunk egy nem levezethetd formulat. Tehat P konzisztens.

VI. Godel nemteljességi tételei

»Minden olyan formalizalt axiomatikus S elméletben, amely tartalmazza az elemi aritmetika

elegendo részét, van olyan Gs mondat, hogy ha S konzisztens, akkor Gs igaz, de

bizonyithatatlan S-ben (Gaodel elso tétele), és ugyanez all arra a Conss mondatra is, amely az S

* Alfred Tarski: Igazsag és bizonyitas. In Alfred Tarski: Bizonyitds és igazsdg. Budapest, Gondolat, 1990. 365-390.
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elmélet konzisztencidjat kifejezé allitas természetes formalizaltjanak tekintheto (Godel masodik
tétele).

—» Godel masodik tételének (a Tankonyvtdl eltérd) megfogalmazasat Ggy kezdtiik,
hogy ,.és ugyanez dll...”. Pontosan mi az az ,,ugyanez”? Fogalmazza meg szabatosan a

masodik tételt anélkiil, hogy k6zben az elsdre hivatkozna!

3 Stanistaw Krajewski: A Godel-tétel filozofiai kovetkezményei. In Tertium non datur. Logikai-metodolégiai
tanulmanyok 2. 1985. 231-237.
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6. Halmazelmélet: osztalyok és halmazok

(Tankonyv 147-154. oldal)

1. Bevezetés

A halmazelmélet a logikai szemantika segédtudoményaként foghato fel, hiszen a logikai
szemantika olyan halmazelméleti fogalmakkal dolgozik, mint a terjedelem, az

igazsagtartomany vagy a targyalasi univerzum.

A. Osztaly, halmaz, halmazelmélet

Szemléleti alapgondolat: az osztalyokba sorolas iteralhato.

Iterdcio: ugyanannak az eljarasnak az ismétlése

A halmazelmélet esetében az elsé lépés: individuumokat sorolunk osztalyokba. Példaul
egyargumentumu predikatum terjedelmének mindsitjlik oket.

A masodik, ismétlo lépés. az igy kapott osztalyokat Gjra csak individuumoknak tekintjiik, €s egy

immar osztalyokat (is) tartalmaz6 nagyobb osztaly elemeinek nyilvanitjuk oket.

Ontologiai kérdés: Individuumok-e az osztalyok? Entitdsok-e? Léteznek, vannak-e? Ha igen,
milyen értelemben. Az osztalyok mibenlétével vald szamvetés logikai tanulmanyaink soran
eddig kikeriilhetd volt. Nem kellett individuumként kezelni az osztalyokat, nem kellett oket
létezoknek tekinteni. Nem azt mondtuk, hogy a kutydk osztalya nagy, hanem azt, hogy sok
individuumra igaz a ,.kutya” predikatum. Ha azonban az osztalyokat mas osztalyok elemeinek

tekintjiik, akkor mar individuumként, valamiként gondolunk rajuk.

Halmaz: Olyan osztaly, amely eleme lehet mas osztilynak. Olyan osztily, amely egy
predikatum terjedelmébe tartozhat, amelyrdl mint individuumradl lehet predikatumokat allitani.
Mivel osztalyba csak individuumokat lehet sorolni, ezért a halmaz: individualizalhato osztaly.
Tagjai szempontjabol a halmaz dsszesség, egy nagyobb 0sszesség szempontjabol individuum.

Halmazelmélet: Olyan elsérendii elmélet, amelynek egyik alapvetd kérdése, hogy melyik
osztalyok individualizalhatok, mely osztalyok lehetnek osztalyok elemei. Arra fogunk jutni,

hogy minden halmaz osztaly, de nem minden osztaly halmaz.
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B. A halmazelmélet egy lehetséges kiépitése a matematikaban

Targyalasi univerzum: csak halmazokat tartalmaz.
Szabad valtozok: értékei csak halmazok lehetnek.
Egyetlen nemlogikai konstans:
A logikai konstansok koziil gyakorta elhagyjék az azonossag jelét, és definicioval vezetik be:
a=b e Vx[(x € a)=(x € b)]
Kiolvasas: Két halmazt azonosnak mondunk, ha minden dolog akkor és csak akkor eleme
az egyikek, ha eleme a masiknak is. (Ha azonosak az elemeik.)
Alapsémak: Elhagyjak az (A7): (X = X) és az (A8): (x = y) D (4" > 4%) alapsémakat, mivel
ezekben szerepel az azonossagpredikatum. Az (A7) levezethetd az azonossag definiciojabol. Az
(A8) levezethetd az un. extenzionalitasi axiomabol:
(a=b) > Vx[(a € x) D (b € x)]
Kiolvasas: Ha a azonos b-vel, akkor minden halmazrol elmondhatjuk, hogy ha a eleme
ennek a halmaznak, akkor b is eleme.
Az extenzionalitasi axioma €s (A8) kapcsolatanak feltardsdhoz fogalmazzuk 4t (A8)-at!
(x=) > [Fx) > F)]
Kiolvasas: Ha két dolog azonos, akkor amennyiben egy predikatum igaz az egyikre, igaz
a masikra is.
Az extenzionalitdsi axiomdban ehhez képest annyi a kiilonbség, hogy ott x szerepében a, y
szerepében b, F szerepében pedig ,,...€ X7 szerepel. Az extenzionalitdsi axidma univerzalis
kvantora azt fejezi ki, hogy a és b azonossagahoz az kell, hogy bdarmelyik halmaznak egyszerre
legyenek elemei. (A8)-ban hasonld hatdsu, hogy egy varidbilis tartalmi F predikatumot
(valojaban predikatumvaltozot) szerepeltetiink.

—» M1 motivalhatta az extenzionalitasi axidma elnevezést?

C. A halmazelmélet kiépitésének jelen targyalasban kovetendé alapelvei

Targyalasi univerzum (individuumtartomany): nem csak halmazok, hanem mas objektumok is
szerepelnek benne.
Definicio: Azokat az individuumokat, amelyek nem halmazok, dsobjektumoknak (roviden

6soboknak) mondjuk.
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Ezen 6soboknak tehat két definitiv tulajdonsdga van: individuumok és nem halmazok. Bar ez
definici6jukban explicite nem szerepel, elérebocséathatjuk, hogy az 6soboknak nincsenek
elemeik. Ezt a tényt majd a (HO0) posztulatumbol fogjuk levezetni.

Az osztalyok nem részei a targyalasi univerzumnak, mert az osztaly nem ,,valami”. Azok az
osztalyok, amelyek nem halmazok, de a halmazelméletben mégis besz¢liink roluk, nem 6sobok.
Mivel ha 0Osobok volnanak, definicié szerint individuumok is volnanak. Ha viszont
individuumok volnénak (individualizalhato osztalyok), akkor halmazok volndnak. De ennek az

ellenkezdjébdl indultunk ki. Tehdt az osztdlyok nem ésobok.

Az individuumvaltozok értékei csak halmazok €s ¢sobok lehetnek. Eltérden az eddig kovetett
jelolésmdodtol, a, b, ¢ a tovabbiakban nem névkonstanst, hanem szabad valtozot jelent, x, y, z

pedig altalaban kototten (vagy elvileg kototten) fordul majd eld.

Nemlogikai konstansok: € ¢és h (Ha az attekinthetdség kedvéért olyan képletet emeliink ki
vastag szedéssel, amelyben szerepel h, akkor helyette h-t irunk.)
frasmodjuk és kiolvasasuk:
a € b— a eleme b-nek.
h(x) — x halmaz.
~h(x) — x nem halmaz, vagyis x 6sob.
—» Miért jelenti a ~h(x) azt, hogy x 6sob, és miért nem azt, hogy 6sob vagy nem
individualizalhat6 osztaly?
—» Magyarazz el, mi a kiilonbség, és mi a hasonlosag a halmazok és az osztalyok
kozott!
—» Magyarazz el, mi a kiilonbség, és mi a hasonldsag a halmazok és az sobok kozott!

—» Magyarazz el, mi a kiilonbség osztalyok és az dsobok kozott!

Logikai konstansok: megtartjuk az = jelet, mert az 6sobokkal kiegésziilt elméletben a
matematikai felépités esetén alkalmazott definicié mar nem haszndlhat6, hiszen csak egyetlen
Osob 1étezését engedné meg:
Bizonyitas: a = b <4 Vx[(x € a) = (x € b)] Tegyiik fel, hogy a és b egyarant dsob! Ekkor
a definicid azt mondja, hogy a és b egybeesik, azonos egymassal. Csak akkor nem
lennének ugyanis azonosak, ha az ekvivalencia bal oldala hamis volna. De akkor a jobb

oldalnak is annak kellene lennie. Am a jobb oldal mindenképp igaz, hiszen egy
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univerzalisan kvantalt kifejezés csak akkor hamis, ha a kvantor hatokore lehet hamis. A

kvantorunk hatdkore viszont ebben a definicioban csak igaz lehet, mert két hamis

kifejezés bikondiciondlisa igaz. A (x€a) és (xeb) ugyanis egyarant hamis, mert ha a és b

tényleg Osob, akkor nincsenek elemeik. (Minden x-r6l csak hamisan allithatjuk, hogy

eleme a-nak vagy b-nek.)

Tehat 6sobok esetén a bal oldal soha nem lehetne hamis, ezért minden a és b egybeesne.
—» A Tankonyv 148. oldalan ezt olvassuk: ,,igy megtartjuk az (A7), (A8) alapsémakat
1s.” Miért tartjuk meg? (Mit jelent itt az, hogy ,,igy”’?)

H = (L", It
Iy a halmazelmélet specidlis (H0)-(H8) posztulatumait tartalmazza [de ide sorolhatjuk a
halmazelméletben is érvényes (A1)-(A8) sémakat is].

(Figyelem! A Tankdnyv 149. oldaldn az elsd sor hibés. (x € a) & G—<-b). Helyesen: (y € a).)

I1. Els6 posztulatumaink

Bar az attekinthetdség kedvéért a posztulatumokat nyitott forméban adjuk meg, valojaban ezek
univerzalis lezartjai a posztulatumok. (A halmazelmélet posztulatumai, definicidi ¢és
legfontosabb tételei kigytlijtve megtalalhatok alabb a IX. alfejezetben.)
(HO)
IX(x € a) > h(a)
Zart formaban: Va[3x(x € a) D h(a)]
Kiolvasas: Minden olyan dolog, aminek van eleme, halmaz. (# minden halmaznak van
eleme: ugyanis a posztulatumban ,,o”, nem pedig ,,=" szerepel.)
Megjegyzés: A ,,dolog” és az ,,aminek” szavak ontologiailag realis valamikre utalnak. Az
olyan osztalyok viszont, amelyek nem individualizalhatok, nem ilyenek. Mondunk ugyan
né¢ha olyant, hogy ,.,egy osztdlynak eleme ez és ez”, de ekkor az eleme kifejezést nem a
(HO) altal rogzitett értelemben hasznaljuk, hanem csak annyit fejeziink ki, hogy a széban
forgd dologra igaz az a predikatum, amelynek terjedelme az illetd osztaly.
—» (HO0) posztulatum zart form4jabol elhagyhatd vagy mashova helyezhet6-e a kiilsé

zargjelpar? Miért?
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Kontraponalva: ~h(a) o ~3x(x € a)
Kiolvasas: Ha valami nem halmaz, akkor nincsen eleme. ~ Az dsoboknak nincsen eleme.
Megjegyzés: Az osztdalyok nem tartoznak a targyalasi univerzumba, rajuk nem utalhat az a
valtozo, mivel a ,,valamik” vilaganak (a targyalasi univerzumnak) csak két része van, a
halmazok és az dsobok. Ezért, bar az osztdlyok sem halmazok, (HO0) kontrapondltja

osztalyokrol nem sz6l. Nem mondja, hogy nincsenek elemeik, vagyis hogy tiresek.

(H1)
h(a) o h(b) o VX|[(Xx € @) = (Xe b)] o (a=b) <
h(a) o (h(b) o [Vx[(x € a) =(x € b)] D (a=D)]) 2
(h(a) & h(b) & Vx[(x € a)=(x € b)]) D (a=b)

A kiolvasast segit0 atalakitasok:
&1 Bezardjelezés: (H1) a zardjel-elhagyasi megallapodas felhasznalasaval (Vo.:
Tankonyv 42. oldal) van felirva. Eszerint: ha egy kondicionalis utétagja is kondicionalis,
akkor az utotagot hatirold zarojelpar elhagyhato. (H1) zardjel-elhagyas elotti
alapszerkezete: 4 o (B > [C D D))
&y Athelyezés: Az athelyezési torvény alkalmazasa: A 5 (B 5 C) < (A4 & B) © C (Vé.:
Tankonyv 42. oldal)
Kiolvasas: Ha minden dolog akkor és csak akkor eleme az egyik halmaznak, ha a
masiknak is, akkor a két halmaz terjedelmileg egybeesd, vagyis azonos egymassal.

A h(a) & h(b) kitételek elhagyasa esetén az Osszes 0sob (Va €és Vb) egybeesne.
Bizonyitas: Ha a és b 6sob, akkor a (H1)-bol megmaradoé, zart alakban felirt VaVb(Vx[(x
€ a) = (x € b)] o (a = b)) képletben a ,=" tagjai hamisak volnanak. Kovetkezésképp az
egész ,=" igaz volna, igy a kondicionalis elOtagjanak igazsdga (mivel maga a
kondicionalis igaz) az utotag igazsagat vonna maga utan. QED. (Vo.: 1./C alfejezetben

szereplo érvet az azonossagpredikatum megtartasa mellett.)
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ITI. Osztalyabsztrakciok és osztalyvaltozok

A. Uj jeleink

A tovabbi posztulatumok ismertetése eldtt kibdvitjiilk metanyelvi apparatusunkat.
A halmazelméletben elsésorban halmazokrol szeretnénk beszélni. Am mivel a halmazelmélet
targynyelvében [abban a nyelvben, amelyrél beszélni akarunk: (L™)] szerepelnek predikatumok,
amelyeknek terjedelme egy osztaly, kényelmes lesz megengedni, hogy ezekrdl a
predikatumokrol beszélve, vagyis a metanyelvben, tfelbukkanjanak osztalyok, de ugy, hogy az
osztalyok emlitése mindig kikiiszobolheté legyen, igy ne modositsa a halmazelmélet
targynyelvét.
Legyen ¢(x) a halmazelmélet [targynyelvének] tetszéleges nyitott mondata! ¢ jelenthet egy
normal predikatumot, vagy egy bonyolultabb képzddményt is: pl. azt az alakulatot, ami Vx[F(x)
D G(x)] formulabdl marad, ha x-et kihagyjuk beldle. (Ez is egy predikatum szimboluma,
ugyanis x névvel kitdltve olyan formulat eredményez, amelyet mondatként olvasunk ki.)
Osztalyabsztrakcionak mondjuk az olyan [metanyelvi] kifejezést, amelynek alakja:
{x: o)}

Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyekre ¢ igaz.

Megjegyzés: ,x” itt kotott eléforduldsunak tekinthetd, ezért van az, hogy nem a vagy b

szerepel a képletben.

—» Magyardzza el, hogy miért tekintendd az {x: ¢(x)} alakt kifejezésekben x kotott
eléfordulasunak!

Miden osztalyabsztrakcio egy-egy osztalyt nevez meg.
Az osztalyabsztrakcidkat osztalyvaltozokkal (K, L, M) révidithetjiik.
Legyen példaul x az a predikatum, amelynek terjedelme az az osztaly, amelyre a K
osztalyvaltoz6 utal, A pedig az a predikatum, amelynek terjedelmére L osztilyvaltozo utal!
Tehat:
K= {x: k(x)} és L= {x: UAx)}
Az osztalyvaltozo kifejezés félreértheté. Azt sugallja, mintha redlis entitasokként felfogott
osztalyokra, vagyis a targyalasi univerzum bizonyos elemeire utalna, hiszen eddig a valtozok
koziil még csak az individuumvaltozdkkal ismerkedtiink meg, amelyek éppen ezt tették. Az

osztalyvaltozé valdjadban bizonyos [meta]nyelvi kifejezésekre utal.
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B. Kikiiszobolési szabalyok

Mivel az osztdlyabsztrakciokat csak azzal a feltétellel fogadjuk el, hogy kikiiszobolhetdk, le
kell irnunk kikiiszobdlésiik modjat.
Ha az osztaly(valtozo) a € jel jobb oldalan szerepel:
D1) ae {x: px)} <ar Ka)
¢(a) az a formula, amely ¢(x)-bol ugy keletkezik, hogy x szabad el6fordulésait a-val
helyettesitjiik.
Kiolvasas: Azon, hogy a eleme azon dolgok az osztalyanak, amelyekre egy bizonyos
predikatum [ @] igaz, azt értjiik, hogy ez a predikatum igaz a-ra.
Konkrét osztalyvaltozoval:
a € K <qr k(a)
Kiolvasas: Azon, hogy a eleme a K osztalynak, azt értjiikk, hogy a a x predikdtum
terjedelmébe tartozik.
Altalanosabban: Azon, hogy valami eleme egy osztilynak, azt értjiik, hogy igaz rd az a

predikatum, amelynek az illetd osztaly a terjedelme.

Ha az azonossagjel mindkét oldalan osztalyvaltozo szerepel:

D2) (K=L) 4 Vx[(x e K)=(x € L)]
Kiolvasas: Két osztalyt azonosnak mondunk, ha minden dolog akkor és csak akkor eleme
az egyiknek, ha eleme a masiknak is.
Két osztaly azonossaga terjedelmiik azonossagat, egybeesését jelenti tehat. Keét osztaly
azonos, ha azonosak az elemeik. A Tankonyv 149. oldalan ez olvashatd: ,(K = L) azt
fejezi ki, hogy a K, L osztalyokat definiald nyitott mondatok terjedelmileg egybeesok.” Itt
a ¢(x) tipusu mondatokra kell gondolni. Azért nyitottak ezek a mondatok, mert benniik x
szabad valtozo.

Az osztalyvaltozok kikiiszobolése a definicid jobb oldalarol (D1) segitségével folytatddik.

Jelolje K Gjra a «, L pedig a A predikatum terjedelmét!
(K=L) < Val(x € K) = (x € L)] S Valx(x) = A0)]
Kiolvasas: Két osztalyt azonosnak mondunk, ha minden dologra akkor és csak akkor igaz
az a predikatum, amelynek terjedelme az egyik osztdly, ha igaz rad az a predikatum is,

amelynek terjedelme a masik osztaly.



68

Ha az azonossagjel egyik oldalan osztalyvaltozo, a masikon individuum szerepel:

(D3) (@a=K) < (K=a) <ar h(a) & Vx[(x € a) = (x € K)]

Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy egy osztily azonos egy individuummal, ha ez az
individuum halmaz, és terjedelmileg egybeesik az osztallyal, vagyis minden dolog akkor
¢s csak akkor eleme a halmaznak, ha eleme az osztalynak is.
Ha az a individuum 6sob, akkor a definicid jobb oldaldn az elsé konjunkcios tag hamis,
ezért hamis az egész jobb oldal is, €s igy hamis a bal oldal is. Tehdt az 6sobok nem
azonosithatok osztalyokkal.

[~h(a) D a#K]

Az osztalyvaltozok kikiiszobolése a definicio jobb oldalardl (D1) segitségével folytatddik.
(a=K) <4 (K=a) <4 h(a) & Vx[(x € a) = (x € K)] ©m1 h(a) & Vx[(x € a) = x(x)]
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy egy osztily azonos egy individuummal, ha ez az
individuum olyan halmaz, amelynek minden dolog akkor és csak akkor eleme, ha igaz ra

az a predikatum, amelynek terjedelme a kérdéses osztaly.

Ha az osztdlyvaltozo a € jel bal oldalan szerepel:
D4) (Keb) <4 Ja[(a=K) & (a € b)]
A kiolvasast segitd megfontolasok: (D3) alapjan tudjuk, hogy a egy halmaz, mert csak
halmaz eshet egybe egy osztallyal. (HO) alapjan tudjuk, hogy b halmaz, mert az
individuumok koziil csak a halmazoknak lehetnek elemei.
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy egy osztaly [K] eleme egy individuumnak [b], ha van
olyan halmaz [a], amely ezzel az osztillyal terjedelmileg egybeesik, és eleme az
individuumnak [b].
Az osztalyvaltozok kikiiszobolése a definicid jobb oldalarol (D3) majd (D1) segitségével
folytatodik.
(K € b) <4r Jal(a=K) & (a € D)] <m3)
Jda(h(a) & Vx[(x € a) = (x € K)] & (a € D)) <oy
Ja[(h(a) & Vx[(x € a) = k(x)]) & (a € b)] Siirenderve
Ja(h(a) & (a € b) & Vx[(x € a) = k(x)])
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy egy osztaly [K] eleme egy individuumnak [b], ha van
olyan az individuum elemét képez6 halmaz [a], amelynek minden dolog [x] akkor és csak

akkor eleme, ha igaz r4 az a predikatum [ x], amelynek terjedelme a kérdéses osztaly [K].
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Ha az € jel mindkét oldaldn osztalyvaltozo szerepel:

(D5) (Kel) <¢ dJaf(a=K) & (a € L)]
A kiolvasast segitd megfontolas: (D3) alapjan tudjuk, hogy a halmaz, mert csak halmaz
eshet egybe egy osztallyal.
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy az egyik osztily eleme a méasiknak, ha van olyan az
elébbivel terjedelmileg megegyezd halmaz, amely eleme az utobbinak.

Az osztalyvaltozok kikiiszobolése a definicio jobb oldalarol (D3) majd (D1), illetve a masodik

konjunkcids tagban ujra csak (D1) segitségével folytatodik.
(K € L) ¢ Jal(a=K) & (a € L)] Spyon 3al(h(@) & Yk € a) = x2)]) & Aa)]
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy K osztaly eleme egy L osztalynak, ha van olyan halmaz,
amelyre egyrészt igaz az a predikatum [A], amelynek terjedelme az L osztdly, mdsrészt
minden dolog akkor és csak akkor eleme ennek a halmaznak, ha igaz ra az a predikdtum
[x], amelynek terjedelme a K osztaly. Egyszeriibben: Akkor mondjuk, hogy K osztaly
eleme egy L osztalynak, ha van olyan a A predikatum terjedelmébe tartoz6 halmaz, hogy

minden dolog akkor ¢és csak akkor eleme ennek a halmaznak, ha igaz r4 a x predikatum.

Ha az osztdlyvaltozo h argumentumaként szerepel:
(D6) h(K) <qr Ja(a=K)
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy egy osztdly halmaz, ha terjedelmileg egybeesik egy
halmazzal.
Az osztalyvaltozok kikiiszobolése a definicid jobb oldalarél (D3) majd (D1) segitségével
folytatodik.
h(K) <4 Ja(a=K) <ws3) Ja(h(a) & Vx[(x € a) = (x € K)]) ©my
Ja(h(a) & Vx[(x € a) = k(x)])
Kiolvasas: Akkor mondjuk, hogy egy osztaly halmaz, ha van olyan halmaz, amelynek
minden dolog akkor és csak akkor eleme, ha igaz r4 az a predikdtum [x], amelynek

terjedelme a kérdéses osztaly [K].

A (D1)-(D6) kikiiszobolési sémak birtokdban a halmazelmélet minden formulajaban
szerepeltethetiink  osztalyabsztrakciokat, kivéve a kvantifikalt valtozok helyét. Az
osztalyvaltozok ugyanis nem individuumvaltozok, hanem a halmazelmélet metanyelvéhez
tartozo roviditések. Kvantifikalasuk feltételezné az osztalyok univerzuménak elismerését.

(Amely univerzumban az osztalyok individuumok volnénak.)
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C. Tovabbi jelolések

Az elemei felsorolasdaval megadott osztaly: {ai, ay, ..., ay} =¢r {x: x=a)vx=a) Vv ...Vv(x
=a,)}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek a;, ay, ..., a, valamelyikével azonosak.

—» Miért =4 és nem pedig <4 jel szerepel a definicioban, mint példaul az
kikiiszobolési szabalyok esetében?
—» Milyen kiilonbségek vannak a és {a} kifejezések kozott?

—» Hogyan irhat6 fel osztalyabsztrakcioval az {a,b} osztaly?

Az tires osztaly: & =4 {x: (x #x)}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek nem azonosak énmagukkal.
A klasszikus logika egyik torvénye szerint minden dolog azonos 6nmagaval. Abban az

osztalyban, amelyben ez nem igy van, abban nincsenek dolgok, az iires.

Két osztaly egyesitése: K U L =4 {x: (x € K) v (x € L)}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek az egyik vagy a masik osztalynak
elemei.
—» Fennéll-e a kdvetkezd azonossag? {a} U {b} = {a,b}

—» Fennéll-e a kdvetkezd azonossag? {a} U {b} =a U b

Két osztaly kiilonbsége: K — L =4 {x: (x € K) & (x ¢ L)}

Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek elemei K-nak, de nem elemei L-nek.

Két osztaly metszete: K N L =4 {x: (x € K) & (x € L)}

Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek mindkét osztalynak elemei.

K osztaly egyesitesi osztalya: J(K) =q¢ {x: Iy[(x € y) & (y € K)|}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek elemei egy olyan individuumnak,
amely K eleme.

(Figyelem! A Tankonyv 150. oldalan szereplé definicioban a kvantor hatokorét hatarold jobb

oldali zarojel hianyzik.)
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Ha U(K) nem iires, akkor elemeit a K-beli halmazok osszes eleme képezi.
Ha K-ban nincsen halmaz: U(K) = &
Mivel J-ban nincsen halmaz: U(J) = I

—» Fennall-e a kovetkezd azonossag? {a, b} = U({a,b})

—» Fennall-e a kovetkezd azonossag? {a} U {b} =U({a,b})

—» Fenndll-e a kdvetkez6 azonossag? a U b = U({a,b})

K osztaly metszetosztdalya: N(K) =4 {x: Vy[(y € K) D (x € y)] & Iv(y € K)}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek nemiires K minden elemének elemei.
Hosszabban: Azon individuumok osztdlya, amelyekrdl két dolog igaz: egyrészt, hogy
minden olyan dolognak elemei, ami eleme K-nak, mdsrészt, hogy K nem fires.
Egyszeriien, pongyolan: A K-beli halmazok k6zos elemei.
—» A Tankonyv 150. oldalan a kdvetkez6t olvassuk: ,,Ha K minden eleme halmaz,
akkor N(K) ezek kozos elemeit tartalmazza, s az ellenkezd esetben iires.” Mit jelent itt
az ,,ellenkezo eset”? Azt, hogy K nem minden eleme halmaz, vagy azt, hogy egy eleme
se halmaz?
Ahhoz hogy K metszetosztalya individuumokat tartalmazzon, az is kell, hogy K-nak
legyen eleme. Ha K-nak nincs eleme, akkor a definicié masodik konjunkcios tagja hamis.
Ebben az esetben sem taldlunk olyan individuumot [x], amelyre két dolog is (a konjunkcio
mindkét tagja) igaz volna, igy: N(J) = <.
—» Mi torténne, ha a definicioban elhagynank a masodik konjunkciés tagot?

—» Fennéll-e a kdvetkezd azonossag? a N b = N({a,b})

Az osztalyok kozti része relacio: K < L <>gr Vx[(x € K) D (x € L)]
Kiolvasas: Egyik osztalyt a masik részének mondjuk, ha abban az esetben, amikor valami

eleme az elsének, eleme a masiknak is.
Ez a része relacid megengedi, hogy a O helyén az erésebb = alljon. Ekkor K = L. A valddi
része relacidoban viszont éppen ezt a lehetdséget zarjuk majd ki.

—» Mi a hasonlésag, és mi a kiilonbség < és € kozott?

—» Igaz-e, hogy az & minden osztalynak része? Miért?

—» Igaz-e, hogy az & minden osztalynak eleme? Miért?

—» Lehetséges-e, hogy x € y, és x < y? Miért?
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—» Lehetséges-e, hogy x € y, de ~(x < y)? Miért?
—» Lehetséges-e, hogy x < y, de x¢y? Miért?

—» Lehetséges-e, hogy x =y, de ~(x < y)? Miért?

Az osztalyok kozti valodi része relacio: Kc L<g K L & (K#L)
Kiolvasas: Egyik osztadlyt a masik valodi részének mondjuk, ha az egyik része a

masiknak, de a ketté nem azonos egymassal.

D. A halmazok mint osztalyok

Egy individuum elemeinek osztdalya: a© =4 {x: (x € a)}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek elemei a-nak. = Egy individuum [a]
elemeinek osztalya.
A képlet kiolvasasat a TankOnyv bizonyara a félreértések elkeriilése végett nem adja meg,
hiszen a képletet a késdbbiekben csak mint ,egy halmaz elemeinek osztalyat” fogja
felhasznalni, ez az értelmezés azonban nem meriti ki a képlet teljes tartalmat. (Ez az elsd
megnyilvanuldsa egy probléménak, amellyel a Tankonyv kovetkezd oldalain Gjra meg ujra
talalkozunk majd.) Mindazonaltal az a© érvényét nem korlatozhatjuk csak a halmazokra, hiszen
a nemcsak halmaz, hanem a halmazelméletnek a Tankdnyvben kifejtett valtozatdban 0sob is
lehet. Noha a képletben sz6 van az elemeirdl, a definicio nem allitja, hogy léteznek ilyen

elemek, (a képet nem tartalmaz Jx tagot), €s az osztalyabsztrakci6 iires osztalyt is jelolhet.

Bizonyitando tételeink:

1. Ha a 6sob, akkor a© = &, tovabba a“ # a.

2. Ha a halmaz, akkor a“ = a.
1. bizonyitas (ha a 6sob)
Az a“ (definici6 szerint) azoknak az individuumoknak az osztalyat jelenti, amelyek elemei a-
nak. Ha a dsob, akkor nincsenek elemei, vagyis elemeinek osztalya tires. Tehat, ha ~h(a), akkor
a=d.
Mivel pedig (D3) szerint egy 6sob [a] nem azonosithatd osztalyokkal, a viszont egy osztalyt

jeldl, @ nem lehet azonos a“-val, tehdt a© # a.
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2. bizonyitas (ha a halmaz)
A Tankonyv Gtmutatasa szerint a bizonyitast (D3) felhasznaldsaval fogjuk végezni. Induljunk ki
a kovetkezd tobbtagl azonossagbol!
a=ya= {x: xea)} =K
Magyarazatok:
=y Ez a bizonyitandé azonossag.
=) Ez az azonossag a° definicidja miatt all fenn
=, Azt a dontést fejezi ki, hogy a bal oldalan all6, az osztalyabsztrakcioval tartalmilag
meghatarozott osztalyt a K osztalyvaltozoval roviditjiik.
A tovabbiakban azt kell tehat bizonyitani, hogy az a = K allitas igaz, vagyis a késébbiekben
még tobbszor hasznalando jeldléssel azt, hogy a = K < 1. (Ez a jel6lésmod nem szakszerti, csak
a szemléletessége miatt hasznaljuk. Az i ugyanis szemantikai érték, és szigoru értelemben nem
allhatna formulak helyett.)
a=K <p3) h(a) & Vy[(y € a) =(y € K)] <o h(a) & VY[(y € a) = (x(y)] <3
h(a) & Vy[(y e a)=(y € a)] <41 & Vy[i] 51
Tehat: a=K <1
Magyarazatok:
A <3 ekvivalencia azért all fent, mert a x predikditum nem mas, mint (... € a)
egyargumentumu predikatum. K ugyanis a x predikatum terjedelme, K osztalyt pedig
azoknak az individuumoknak az osztalyaként definialtuk, amelyek elemei a-nak.
A <4 ekvivalencia azért all fent, mert eldszor is (az elsé 1) érvényesitettiik a most végzett
bizonyitas eléfeltevését, hogy h(a), tovabba a kvantor hatokore nyilvanvaloéan szintén 1,
hiszen olyan bikondicionalis, amelynek mindkét argumentuma ugyanaz.
A <5 ekvivalencia azért all fent, mert Vy[i] maga is igaz, igy két i konjunkcidjaként
kapjuk a jobb oldalon 4ll6 i-t.

Mivel pedig K csak a© egy masik neve, a = K bizonyitasa révén ezt is bizonyitottuk: a = a*.

crer

a= K oy h(@) & V(v € a) = (v € K)] ©0onh(@) & W € a) = (k)] <3
h(a) & Vy[(y e a)=(y € a)] <4 h & Vy[i] s h
Tehat: a=K < h, vagyisa # K < 1.

Mivel pedig K most is egy a“madsik neve, ezt kapjuk: a # a©
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A két bizonyitott tétel igy formalizalhato:
1. ~h(a) Da+#a"
2. h(a)oa=a"
Kontraponaljuk az elsé tételt!
I’ a=a">h(a)
Az igy nyert tételt egyesitve a masodikkal a kovetkezd formuldhoz jutunk:
h(@=(a=a%)

Kiolvasas: Valami akkor és csak akkor halmaz, ha terjedelmileg egybeesik elemeinek

osztalyaval.
Mivel terjedelmileg egybeesni €s azonosnak lenni ugyanazt jelenti, ismét arra jutottunk, (amit
persze mar a halmaz definiciojabodl is (individualizalhatd osztaly) tudtuk), hogy a halmazok
mind osztalyok. Ezért minden tétel és definicio, amit osztalyokrol mondunk ki, érvényes a
halmazokra is.

—» Fennall-e a kovetkez6 ekvivalencia? a® = b < a=b

—» Fenndll-e a kovetkezd ekvivalencia? Vx[(x € a)=(x € b)] < a"=b

—» Fennall-e a kovetkez azonossag? a® U b = U({a,b})



75

IV. Valddi osztalyok

A. Fogalom-meghatarozas és példak

Minden halmaz osztaly. Ha a két fogalom nem szinonim, akkor igaz kell, hogy legyen: de nem

minden osztaly halmaz.

Valodi osztalyoknak hivjuk azokat az osztalyokat, amelyek nem halmazok.

Harom példa a valodi osztalyokra:

D7)

Ind =4 {x: (x=1x)}
Kiolvasas: Azon dolgok osztalya, amelyek azonosak dnmagukkal.
Mivel minden dolog azonos 6nmagaval, az Ind osztalyba tartozik minden dolog, koztiik
minden, amirdl csak szot ejthetiink, vagyis a targyaldsi univerzum minden eleme. A
targyalasi univerzum elemei individuumok. Innen szarmazik az Ind kod.

Hm =4 {x: h(x)}
Kiolvasas: Azon individuumok osztalya, amelyek halmazok, avagy a halmazok osztalya.

Ru =4 {x: h(x) & (x ¢ x)}
Kiolvasas: Azon halmazok osztalya, amelyek nem elemeik dnmaguknak.
Ru Russell nevére utal, akinek egy hires idézete segithet felfogni ezt az osztalyt. ,,Ugy
tlint nekem, hogy egy osztdly egyes esetekben eleme, mas esetekben nem eleme
onmaganak. Példaul a tedskanalak osztadlya nem teaskandl [Vagyis a teaskanalak
osztalydban, amelyben csak a tedskanalak, a fizikai targyak vannak, nincsen benne
ezeknek az Osszessége, maga az osztdly. Ez az osztily nem eleme 6nmagénak.], amde
azon targyak [a gondolkodas egyaltalaban vett targyair6l van sz6] osztalya, amelyek nem
teaskanalak, maga is azoknak a dolgoknak az egyike, amelyek nem teaskanalak.”

Ind, Hm, Ru osztalyparaméterek, névparaméterek, metanyelvi tulajdonnevek.

—» Mi a kiilonbség az osztdlyparaméterek és az osztalyvaltozok, példaul Ru és K

kozott?

* Bertrand Russell: Filozéfiai fejlédésem. Budapest, Gondolat, 1968. 107.
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B. A Ru valodi osztaly

1. Bizonyitsuk indirekt bizonyitassal, hogy Ru nem halmaz: ~h(Ru)!
Az indirekt bizonyitas logikajanak megfelelden tegyiik fel a bizonyitando6 ellenkez6jét! Tegyiik
fel, hogy h(Ru)! Ha feltevésiink ellentmondashoz vezet, akkor a tételt bizonyitottuk.
(D6) értelmében h(Ru) azt jelenti, hogy van egy olyan halmaz (jeldljiik r-rel), amellyel Ru
terjedelmileg egybeesik. Tulajdonképpen a (D6)-ot, vagyis a [h(K) <4 Ja(a = K)]
ekvivalencidt szeretnénk az indirekt bizonyitds soran K helyett Ru-ra bizonyitani:
h(Ru) < 3r(r = Ru)
A zargjel tartalmat (a terjedelmi egybeesést) igy fejezhetjiik ki:
(r=Ru) ©@3 Vy[(y € r)=(y € Ru)]
(D3)-t6l ez az azonossag csak annyiban kiilonbozik, hogy a jobb oldalon nem kotottiik ki,
hogy h(r). Ezt ugyanis most r bevezetésekor mar feltettiik. ((D3)-ban azért szerepelt a
h(a) kikotés, mert osztalyoknak és altalaban az individuumoknak az azonositasarol szolt,
¢s tobbek kozott azt volt hivatva elmondani, hogy az utobbiak koziil csak a halmazok
azonosithatok osztalyokkal.)
(D1) szerint (y € Ru) azt jelenti, hogy y-ra igaz az a nyitott mondat, [¢(x)] amely Ru-t
definidlja. Tehat: y € Ru <p) h(y) & (v ¢ »)
Behelyettesitve:
Vyly e =1h() &y ¢ )]
Bontsuk fel a kvantort! (A4) [Vx4 > A™] értelmében, ha valami minden individuumra igaz,
akkor igaz r-re is.
(ren=[(h() & (r & r)]
Ebbdl a PC alapjan kovetkezik: ~h(r)
—» Miért a PC ¢és nem a QC alapjan?
Bizonyitas: Ha a bikondicionalis bal oldala igaz, akkor a jobb oldala is. A jobb oldal
konjunkcid, amely csak akkor lehet igaz, ha mindkét tagja igaz. De a masodik tag nem
lehet igaz, ha a bikondicionalis bal oldala igaz.
Csak abban az esetben igaz tehat az egész bikondicionalis, ha mindkét oldala hamis. Ha a
bal oldal hamis, akkor a jobb oldalnak is annak kell lennie. Ez viszont, tekintve, hogy a
masodik konjunkcids tag igaz, csak akkor lehetséges, ha az els6 hamis.

Tehat a bikondicionalis csak akkor igaz, ha ~h(r).
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Abbol indultunk ki, hogy h(Ru), vagyis hogy 3r(» = Ru), ahol » egy halmaz. Most viszont azt
kaptuk, hogy » nem halmaz. Feltevésiink tehat ellentmonddshoz vezetett, ezért nem volt helyes.
Az, amivel Ru terjedelmileg egybeesik, nem halmaz. Tehat Ru sem az.
|F ~h(Ru)
Kiolvasas: Ru nem halmaz. = A Russell osztaly valodi osztaly.

Mivel Ru osztalyparaméter, a képlet nem éallitja azt, hogy Ru ésobjektum volna. Csak a ~h(a)
tipust képlet definialja az 6sobokat, hiszen ebben a individuumvaltoz6. Ha egy individuum
nem halmaz, akkor 6sob; ha pedig egy osztaly nem halmaz, akkor valddi osztaly.

—» ~h(Ru) bizonyitasdhoz a halmazelmélet posztuldtumait nem hasznaltuk fel. Miért

irj a Tankonyv a tétel elé mégis a ||- jelet, amely a Tankonyv 148. oldala szerint /' |—

roviditése?

2. Bizonyitsuk, hogy dsszeférhetetlen a QC-vel az az 4llitas, hogy Ru halmaz!
QC-ben bizonyithato a

Vr((r) o ~Vx[G(x,r) = [F(x) & ~G(x.x)]])
formula, ami azt jelenti, hogy logikai igazsag: a ,,semmib6l” is kovetkezik, a ,,semminek” is
konklizidja. Ennek bizonyitasaként készitsiik el a negaltjanak az analitikus tablazatat! (Mivel a
halmazelméletben r» ¢és x is valtozok, ¢és szikségiink lesz névre is, tekintsik o-t

névparaméternek!)

~Vr(F(r) D ~Vx[G(x,r) = |[F(x) & ~G(x,x)]])

~(F(a) D ~Vx[G(x, a) = [F(x) & ~G(x.x)]])
F(o)
~~Vx[G(x, o) = [F(x) & ~G(x,x)]]
G(o,0) = [F(0) & ~G(a,0)]

G(o,0) ~G(a,0)
Fla) & ~G(a,a) |~[F(a) & ~G(a,a)]
F(o) ~F(a) | G(a,o)

~G(a,0) * *

%
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Cseréljiik ki a bizonyitott mondatban a predikatumokat: frjunk F helyére h-t, és G helyére e-t!
Vr(h(r) D ~Vx[(x € r) = [h(x) & ~(x € x)]])
Ez a formula ~h(Ru)-t roviditi, vagyis QC-ben bizonyitott, hogy ~h(Ru).
Annak bizonyitasként, ez a formula valéoban ~h(Ru)-t roviditi, induljunk ki ~h(Ru)
jelentésébdl, és mutassuk meg, hogy valdban az iménti formuldval fejezhetd ki.

1. ~h(Ru) = Nincs olyan halmaz, amellyel Ru terjedelmileg egybeesik.

2. ~3r(h(r) & (r = Ru)) formalizélva: 1

3.~3r(h(r) & Vx[(x € r) =[x € Ru]]) (D2): 2

4. ~Fr(h(r) & Vx[(x € r) = [h(x) & ~(x € x)]]) D1):3

5. Vr~(h(r) & Vx[(x € r) = [h(x) & ~(x € x)]]) ~3 < V~ alkalmazésa: 4

6. Vr(h(r) o ~Vx[(x € r) = [h(x) & ~(x € x)]]) ~(p & ~q) < p D q alkalmazésa: 5

Az utols6 sor valoban megegyezik az analitikus tdblazattal bizonyitott tétellel.

—» Igaz-e, hogy h(U(Ru))?

C. A valddi osztalyok ontologiai statusza

Bizonyitottuk, hogy Ru valodi osztaly, ezzel (ugy tlinhet) azt is, hogy:, Léteznek valddi
osztalyok.” Ez a mondat igy fogalmazhato at: ,,Van olyan x, hogy x valodi osztaly.” Ez pedig
mar nyiltan kvantifikél osztalyok felett, individuumvaltozoval utal rajuk, és legalabb egy
osztaly létét éllitja.

Valojaban azonban ennél sokkal kevesebbet allitottunk és bizonyitottunk: Csak azt, hogy
ellentmondast jelent azt hinni, hogy minden ¢ predikatum terjedelme halmaz, vagyis, hogy
ellentmondas, hogy minden ¢(x) nyitott formuldhoz van egy olyan a halmaz, hogy Vx[(x € a) =
@(x)]. Vagyis, megmutattunk egy olyan konkrét predikatumot, [h(...) & (...#...)], amelynek

terjedelme tényleg nem halmaz.
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V. Parok és egyesités

A. Két ujabb posztulatum

(H2)
h({a,b})

Kiolvasas: Az olyan nemiires osztaly, amelynek legfeljebb két eleme van, mindig halmaz.
Magyarazatok. A ( ) zardjel a h predikatum argumentumat hatarolja, a { } a kozrefogott
individuumokbol elemei felsorolasaval megadott osztalyt képez.
Nemiires osztalyrol azért van sz9, mert fel tudtunk sorolni benne elemeket. (Kés6bb az
iires osztalyt is halmaznak fogjuk tekinteni. Ezért akkor is igaz tételt kapnank, ha
elhagynank a nemiires kitételt. Ezt azonban két okbdl sem tessziik: Egyrészt a Tankonyv
éppen ebbdl a posztulatumbol vezeti majd le az lires halmazra vonatkozo tételt. Masrészt,
bar a kimondott tétel igaz volna, nem (H2) kiolvasasa lenne: az iires osztalyt aligha lehet
elemei felsoroldsdval megadni. A ,legfeljebb két elem” itr ,legalabb egy elemet” is
jelent.)
Az emlitett elemeknek individuumoknak kell lenniiikk, tehat O&soboknak vagy
halmazoknak. (Illetve olyan osztalyoknak, amelyek egyben halmazok is.)
Legfeljebb két elem: Azért kell igy fogalmazni, mert elképzelhetd, hogy a két felsorolt
individuumnév (a, b) ugyanazt az elemet nevezi meg, lehet, hogy csak egyelemii az

osztalyunk.

Mivel {a,a} = {a} ezért
|Fncta})
Kiolvasas: Az egyelemii osztalyok halmazok.
Ez azt is jelenti, hogy ha akér csak egy individuum is van a targyaldsi univerzumban,
képezhetd halmaz is.
—» Mast mondd-e a h({a}) és a h(a) kifejezés?
(Figyelem! A Tankonyv 152. oldaldn a h predikdtum argumentumat hatarold zéarojelpar

lemaradt.)

(H3)
h(u(@%))

Kiolvasas: Egy individuum elemeinek egyesitési osztalya halmaz.
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A Tankdnyvben ezt olvassuk: ,,(H3) folytan halmaz egyesitési osztalya is halmaz.” Ezzel a
szerzd nem azt akarja mondani, hogy ez lenne a posztulatum helyes kiolvasésa, hanem csak azt,
hogy ez a gyengebb éllitas is kovetkezik (H3)-bol (vo.: ,,folytan™). Ha a szerepében csak
halmazt engednénk meg, akkor a ,halmaz egyesitési osztdlya is halmaz” volna a helyes
kiolvasas. Hiszen ekkor a = a, vagyis U ,,argumentumaként” a allna, amelyrdl feltettiik, hogy
halmaz, igy valéban egy halmaz egyesitési osztalyarol volna sz6. De nincsen akadalya annak,
hogy a-t egyszertien individuumvaltozonak tekintsiik, vagyis hogy megengedjiik, hogy a akar
dsob is lehessen. Ekkor (H3) — amennyire egyeldre meg tudjuk itélni — tobbet és mast allit, mint
amit a ,,halmaz egyesitési osztalya is halmaz.”
Felmeriilhet az az ellenvetés, hogy talan a (H3)-ban szerepld valamelyik jel tiltja, hogy a 6sob
legyen, de nincsen ilyen tilalom.

A aF jel definialt 6sobokra is: ha ~h(a), akkor a© = {x: (x € a)} = &.

A U(K) definicidja sem koveteli meg, hogy K-nak legyenek elemei. Legyen K = J, ¢és

vizsgaljuk meg, mit mond ilyen esetben a definicio: U(K) =4 {x: Fy[(y € K) & (x € y)]}!

Ekkor 3 hatokdre és vele egyiitt Jy[...] hamis, vagyis nincsenek olyan individuumok,

amelyek a U(K) osztalyba tartoznak. Tehat () = &. Ezért (H3)-ban U ,,argumentuma”

iires osztaly is lehet.

Ugy tinhet, hogy az eddigiek elég alapot szolgalatnak annak levezetéséhez, hogy az iires
osztaly halmaz.

Ha a ésob, akkor a© = .

Behelyettesitve (H3)-ba ezt kapjuk: h(\ (D))

Ez viszont U(J) = O folytan igy egyszerisitheto:

Fn@)

Kiolvasas: Az iires osztaly halmaz.
Ezt a tételt késobb a Tankonyv is levezeti (153. oldal). Vajon miért nem vezette le méar most?
Ennek okardl a 152. oldal kozepén taldlhaté mondat arulkodik: ,,Elméletiinkben van hely az
Osobok szamara, de nem tartalmaz Osobokat kdotelezOen.” Vagyis azért nem az Gsobok
felhasznalasaval vezeti le a h(<) tételt, hogy tovabbra se legyen kdtelez6 az dsobok elismerése.
Ha ugyanis egy fontos tétel bizonyitasahoz igénybe kell venni 6ket, akkor jelenlétiik tobbé mar
nem esetleges az elméletben. Més szdval a halmazelmélet megengedi, hogy legyenek 6sobok,
de nem koveteli meg. Ezért a bizonyitdsaink nem ¢épiilhetnek az &sobokra. Eddigi

posztulatumaink alapjan tehat még nem lehet bizonytani, hogy az iires osztdly halmaz. Egy
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elméletben tételeket csak az axiomakbol bizonyithatunk, az dsobok 1étét azonban az axiomak

nem mondjak ki.
B. Tovabbi tételek

1. (H2) szerint h({a,b}).
Késdbbi céljaink érdekében nevezziik el a {a,b} halmazt c-nek! Tehat ¢ = {a,b}
Mivel h(c), ezért: ¢ = c©
Tehat: ¢== {a,b}

2. (H3) szerint h(U(c¢%)).
Az el6z6 pontot ebbe behelyettesitve kapjuk:
[Fncocians)

Kiolvasas: Egy legfeljebb kételemil nemiires osztaly egyesitési osztalya halmaz.

3. A tovabbhaladashoz el3szor ezt kell belatni: U({a,b}) =a U b°
Bizonyitas. Ertelmezziik kiilon-kiilon az azonossag tagjait, és latni fogjuk, hogy ugyanazt
az osztalyabsztrakciot fedik!
a“uUb® =4 {x: (xea)vxeb)}={x: (xea)v(xebh)
=, indoklasa: Ha a halmaz, akkor a“ helyettesitheté a-val. Ha a &sob, akkor ez a
helyettesités nem automatikus. Viszont (x € aF) igazsagértéke ebben az esetben is
megegyezik (x € a) igazsagértékével (vagyis hamis), ezért jelen céljainkra a helyettesités
ebben az esetben is jogos. Ugyanez igaz b-re is.
U({a,b}) =ar {x: Plx € p) & (v e {a.bP]} = {x: Plxey) & (y=avy=>b);

= {x: ea)v(xeb)}

=, indoklasa: Az y egy elemei felsorolasdval megadott osztalyon ,,beliili” individuum. Az
vy eleme {a,b}-nek, tehat {a,b} elemei koziil az egyik, ezért (y = a) vagy (y = b) igaz.
=3 indoklasa: Azok az x individuumok, amelyek y-nak az elemei, a-nak vagy b-nek az
elemei.
A kvantort is elhagyhattuk, mert az elemei felsorolasaval megadott osztalyban léteznek az
elemek. Ha y ezekkel azonos, akkor szintén létezik. Am y-nal szemben van egy masik

kikotés is. Halmaznak kell lennie, mert vannak elemei, nevezetesen az x-ek. Ha ez nem



82

teljesiil, akkor a is és b is ésobok. Ekkor U({a,b}) = &. Csakhogy ebben az esetben a= U

b€ szintén iires lesz.

4. Alakitsuk at a most bizonyitott tétel segitségével a 2. pontban elért tételt!
F hia® L 5%)
Kiolvasas: Két individuum elemeinek osztalyabol képzett unié halmaz.
~ Ha a és b elemeinek osztalyat egyesitjiik, halmazt kapunk.
~ Két halmaz egyesitése is halmaz. (Err6l bovebben az 5. pontban! Itt csak
annyit jegyzlink meg, hogy megengedhetd, hogy a és b itt 6sob legyenek, mert

x© értelmezett 6sobokra is (=2).)

5. A Tankényv nem olvassa ki az el6bbi formulat, helyette egy gyengébb megfogalmazassal ¢él:
,,Ez magaban foglalja azt is, hogy két halmaz egyesitése is halmaz.”

a.) Ha a és b halmazok, akkor (a© = a) és (b = b). Ezeket az azonossagokat az el6bbi tételbe
helyettesitve ezt kapjuk: h(a U b). Ha pedig az a-ra és b-re vonatkoz6 feltételt is formalizaljuk:
[h(a) & h(b)] o h(a L b)

Kiolvasas: Két halmaz egyesitése, nidja is halmaz.
b.) Ha a és b nem halmazok, akkor (¢ = &) és (b= = ). A 4. pontban szerepld (¢ U b°)
ekkor ezt az alakot oOlti: (& U ). Viszont (H3)-bol mar levezettiik, hogy h(Y), ezért
c.) Vajon miért teszi a Tankdnyv mégis pusztan azt a gyenge allitast, hogy , magaban
foglalja”? Miért nem olvassa ki a tételt a fent megadott mdédon? Minden bizonnyal azért, mert
két lires osztaly uniojat még nem foghatja fel két halmaz unidjanak, mivel h(<)-t még nem
vezette le. Ezért a Tankonyv gondolatmenetének ezen a pontjan h(a® U b%) valami mast is
tartalmaz, mint azt, hogy ,,két halmaz egyesitése is halmaz.” Hogy mi ez a mads, arr6l nem
beszélhet, mégpedig azért, kilonben mar itt eldallna a h(J) tétel. Hiszen: A 4. pont
bizonyitotta, hogy h(a® U b<). Osobok esetén az uni6 tagjai iires osztalyok, vagyis a tétel igy
alakul: h(@ U ), ami egyenértékli ezzel: h(J). Mivel a Tankonyv a halmazelmélet nem
akarja az dsobokra épiteni, nem akarja ezt a bizonyitast adni a h(J) tételhez, ezért fogalmaz

6vatosan h(a= U b)-vel kapcsolatban.
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6. Az eddigiekbdl konnyen beldthatunk egy tovabbi tételt:
I h(K) > (K U {c})
Kiolvasas: Ha valami halmaz, halmaz marad akkor is, ha kibovitjiik egy egyetlen elemet
tartalmazo osztallyal.
Bizonyitas: {c} egyelemii osztaly, ezért (H2) folytdn halmaz. Mivel K is halmaz, ezért két
halmaz egyesitésérdl van sz6, ami a 4. pont szerint halmaz.
Itt Nincs jelentdsége annak, hogy ¢ dsob vagy halmaz. Mivel pedig mar belattuk, hogy az iires
osztaly is halmaz, vagyis individuum, c akdr az iires osztaly is lehet. A tétel ekkor azt mondja:

Egy halmaz az {ires halmazzal val6 egyesités utan is halmaz.

7. Az iménti tételben egy halmazbol [K] egyel nagyobb elemszamu halmazt hoztunk létre. Az
eljaras ismételhetd (iterdlhatd). Legyen az igy Iétrejott halmaz L! Ehhez a 6. pont
mechanizmusaval ujabb elemet adhatunk gy, hogy a halmaz mivolt megdrzédjon. Az igy
létrejott halmaz legyen M! Es igy tovabb. Ha kiindulopontul nem egy tetszéleges K halmazt
valasztunk, hanem az {a} halmazt, akkor az egyelemiitdl indulva, azt mindig 0j elemmel
bdvitve, tetszéleges elemszami halmazt hozhatunk 1étre.
Ebbdl a Tankdnyv azon allitasa is kovetkezik, hogy ,,barmely, elemeinek effektiv felsoroldsaval
definialt osztaly halmaz” (152. oldal), vagyis a kovetkez0 osztdlyok mind halmazok: {a},
{a,b}, {a,b,c} ... {a1, ar, ... an}
(H2) még csak annyit mondott, hogy a legfeljebb kételemii osztalyok halmazok. Ugy tiinhet,
most a ,,legfeljebb” kitételt helyeztiik csak hatdlyon kiviil, ez azonban nem igy van. Nem azt
bizonyitottuk, hogy minden osztaly halmaz, amelynek egynél tobb eleme van, mert a { }
jelentésére tamaszkodva az elemek folsorolasat is feltételiil szabtuk.

—» Miért irja a Tankdnyv, hogy ez a kovetkezmény ,,(H2)-bdl (...) adodik™?

—» Igaz-e, egyetlen 6sob segitségével végtelen sok halmaz képezheté? Ha igen, hogyan,

ha nem, miért?
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VI. Zermelo posztulatuma

(Z)
h@" N K)

A. A Kkiolvasas nehézségei

A Tankonyv a posztulatumot igy olvassa ki: ,,Halmaz és osztaly metszete mindig halmaz.” =
. Egy halmaz adott tulajdonsagu elemeinek dsszessége is halmaz.”
Indokolt-e a© kiolvasasara a ,,halmaz” sz6t hasznalni?

e ha h(a), akkor h(a®), hiszen korabban mar belattuk: h(a) = (¢ = a)

e ha ~h(a), akkor a® = . Egyelére azonban nem tudtuk bizonyitani, hogy h(J).
Ezért ha megengediink 6sobokat, a posztulatumot nem minden tovabbi nélkiil olvashatjuk ki a
fenti alakban. Amig a h(&) tétel nem all a rendelkezésiinkre, a Tankonyv kiolvasasa épputgy tul
sziik, mint a (H3)-hoz rendelt értelmezd szévege volt. Osobjektumokat is megengedve a szoveg
¢s a formula nem teljesen ugyanazt mondja. A szovegnek megfeleld formula inkabb ez lehetne:
h(a) > h(a® N K). A formulanak megfelelé szoveget illetden két lehetségiink is van: vagy
mashogy olvassuk ki a posztuladtumot, vagy elhalasztjuk a kiolvasast addig, mig le nem
vezettiik, hogy az iires osztaly halmaz. (Ugy tiinik, Zermelo posztuldtuma kiolvasasakor a
Tankonyv szerzdje figyelmen kiviil hagyta, hogy rendszerében a valtozok dsobjektumokat is
jelentetnek, és a kordbban alkalmazott 6vatos szovegezés helyett olyan kiolvasast adott, amely,

mint hamarosa kideril, helyes, de ez targyalasanak adott pontjan ez még nem belathato.)

B. Levezetett tételek

1. A kovetkezé levezetéshez eldszor ezt kell belatni: (K < a®) = [(a° N K) =K]
Kiolvasas: Ha K osztily része egy halmaznak, akkor K osztalynak ezzel a halmazzal
alkotott metszete maga K. (Jelen esetben halmaz helyett osztalyt is mondhattunk volna.)
Bizonyitasként idézziik fel a definiciokat:
(Kca®) < Vx[(x € K) D (x € a)]
(@ NK) =4 {x: (xeK)&(x ea)}
Az, hogy K része a“-nak, azt jelenti, hogy minden dolog, ami eleme a K-nak, egyben

eleme a®-nak is. A két osztaly metszete viszont éppen azokat a dolgokat tartalmazza,
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amelyek elemei K-nak és egyben elemei a“-nak is. Ha K minden eleme benne van a“-ban,
akkor a kett6jik kozos elemei megegyeznek K elemeivel. K-nak «“-n kiviil nincsen
eleme, mert minden eleme benne van a“-ban, tovabba a metszetben sincsen tobb elem,

mint amennyi eleme K-nak van, hiszen a metszet a kozos elemeket tartalmazza.

2. Alakitsuk az egypremisszas kovetkeztetést logikai igazsaggd! (V6.: Tankonyv 64. oldal)
= (Kca®)o[(@" NnK)=K]

3. Mivel (Z) szerint (¢ N K) halmaz, a kondiciondalis utdtagja egy halmazt azonosit egy
osztallyal.
(D6) viszont kimondja: h(K) <4 Ja(a = K). Ezt, mivel itt (D3) értelmében a halmaz (6sobok
nem azonosithatok osztalyokkal), jobbrol balra igy olvashatjuk: Amelyik osztily azonos egy
halmazzal, az halmaz. Tehat:
(K < a®) > h(K)
Kiolvasas: Ha egy osztaly része egy halmaznak, akkor halmaz.
Megjegyzés: a© csak akkor olvashaté halmaznak, ha kikotjiik, hogy h(a), vagy ha mar
tudjuk, hogy h(J). Kiilonben (0sobokat feltételezve) a tétel éppen h(J)-t allitana, mert az
6sob elemeinek osztalya iires, és ennek csak az iires osztaly lehet a része, és az valdoban
része is.
Tétellinket kontraponélva ez adodik:
~h(K) > ~(K c a®)
Kiolvasas: Valddi osztaly nem lehet része egy halmaznak.

—» Miért nem szabad a tételt gy kiolvasni, hogy az dsobok nem részei a halmazoknak.

4. A levezetés folytatasahoz el8szor ezt kell belatni: (¢ — K) < a©
Kiolvasas: Ha egy osztalybol (halmazbdl) bizonyos tulajdonsagu elemeket [K] elvesziink,

a maradék része a kiinduld osztalynak (halmaznak).

crer

(@° = K) =g {x: (x €a”) & (x ¢ K)}
A két osztaly kiilonbsége olyan osztdly, amelyben csak olyan x-ek vannak, amelyek

elemei a“-nak. Ezért a kiilonbségosztaly része a“-nak.
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5. Az imént a 3. pontban lattuk, hogy ami része egy halmaznak, az halmaz. Marpedig a°
halmaz. gy ami része a®-nak, az halmaz. A 4. pontban viszont azt lattuk be, hogy (¢ — K)
része a“-nak. Tehat:

Fn@ -k

Kiolvasas: Egy halmazbol bizonyos tulajdonsagt elemeket eltavolitva, halmazt kapunk.

6. Korabban (Tankonyv 150. oldal) lattuk, hogy minden osztdlyokra kimondott tétel igaz a
halmazokra is, mivel minden halmaz osztaly.
Ezért Zermelo posztulatuma, h(a® N K) és az iménti h(a® — K) felirhaté ugy is, hogy benne az
osztalyok helyett halmazokat (b%) szerepeltetiink:
h(a® N b%)
Kiolvasas: Halmazok metszete halmaz.
h(a® - b°)

Kiolvasas: Halmazok kiilonbsége halmaz.

7. Az elbz6 tétel specidlis esete: h(a® — a%). Ha viszont egy halmazbdl elvessziik minden
elemét, az lires osztalyt kapjuk:
I} n(@)
—» Levezethetjilk-¢ a h(Q) tételt Ggy is, ha a h(a® N K) posztulatumban K helyére

egyszeriibben J-t irunk?

8. Az lires halmaz mint individuum.
Ha h(Y), akkor ez (D6) szerint ez azt jelenti, hogy Ja(a = O)
A tovéabbiakban azt az a-t, amely (terjedelmileg) azonos J-val, 0-nak nevezziik. T6bb osztalyt
is ismeriink mar név szerint. 0 az elsé név szerint ismert halmazunk.
A 0-ra nem irhatunk fel explicit definiciot, csak hasznalati szabalyat rogzithetjiik. Egy név
hasznalati szabalya azt mondja ki, hogy hogyan foglalhatjuk bele egy Osszetettebb kifejezésbe,
egy mondatba. Vagyis: mely predikatumokat lehet rola éllitani; mely predikatumok igazak ra,
melyek nem.
Ehhez mindenekeldtt h(<J) mondat jelentését kell tisztazni.
Egyszertibben:

h(9) <we Fala= D)
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Mivel & osztaly, és (D3) szerint osztallyal csak olyan individuum lehet azonos, amely
halmaz, az itt szereplo a is halmaz. Ezt az informdaciot beilleszthetjiik a képletbe.
h(Y) < Fa(h(a) & (a = D))

Azt viszont, hogy (a = &), igy fejezhetjiik ki: ~Ix(x € a)

Tehat h(D) jelentése: h(YJ) < FJa(h(a) & ~Ix(x € a))

Szabatosabban:
A (a = D) < ~3x(x € a) Iépés intuitive vilagos, formalisan belatni kissé¢ nehezebb, hiszen &
definicija nem az, hogy ,,aminek nincsen eleme”, hanem: {x: (x #x)}. Ugyanigy a megel6z6
1épéseket is eldadhatjuk formailag korrektebb modon. Induljunk ki abbol, hogy (D6) szerint
h(9) < Fa(a = D), és alakitsuk tovabb az ekvivalencia jobb oldalat! Minden sor jobb oldalan

olvashato az indoklasa.

Jda(a = D)

Jda(h(a) & Vx[(x € a) = (x € D)) (D3)

Jda(h(a) & Vx[(x € a) = (x #Xx)]) (D1)

Ja(h(a) & ~Ax~[(x € a) = (x #x)]) V & ~3~

Jda(h(a) & ~3x[[(x € a) & ~(x #x)] vV [~(x€a) & (x #x)]]) ~(4=B)<= (4 & ~B) v (~4 & B)
da(h(a) & ~3x[[(x € a) & 1] v [~(x€a) & h]]) ~(x #x)1; (x#x) < h
Ja(h(a) & ~3x[(x € a) v h]) A&i<A4A;A&h<h
Ja(h(a) & ~3x(x € a)) A v h < A4 (értéktablazat!)

crer

A0) <4 Jalh(a) & ~Ix(x € a) & ¢(a)]
Kiolvasas: Azon, hogy egy predikatum [¢] igaz 0O-ra, azt értjiik, hogy van olyan halmaz,
amelynek nincsenek elemei, és igaz réd ez a predikatum.
Implicit ez a definici0, mert ¢(0) definiadlasan keresztiil értelmezziik 0-t.
A (H1) azt is biztositja, hogy csak egyetlen iires halmaz lehessen. Hiszen kimondja:
h(a) o h(b) o Vx[(x € a) = (x € b)] D (a = b) Ha itt a és b egyarant iires halmazok, akkor
nincsenek elemeik, és éppen tigy, mintha dsobok lennének, egybeesnek.

—» Mi a hasonldsag, és mi a kiilonbség egy 6sob és az iires halmaz kdzott?

9. Tovabbi valddi osztalyok
Tétel: Ru € Hm < Ind
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(Figyelem! A Tankonyv 153. oldalédn egy hivatkozas hibas: esztdlyek-definieidétabol-dasd D7
Helyesen: osztalyok definici6jabol (lasd D7).)
Bizonyitasként idézziik fel a definiciokat:
KcLegVx[(xe K)D(x e L)]
Ind =4 {x: (x=x)};
Hm =4 {x: h(x)};
Ru =4 {x: h(x) & (xex)}
Ru ¢ Hm Mert minden, ami Ru eleme, bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezé halmaz,
Hm viszont a valamennyi halmazt magaban foglal6 osztaly.
Hm < Ind Mert Hm minden eleme halmaz, a halmazok viszont definicié szerint
individuumok, ezért Ind részét képezik.
—» Igaz-e, hogy Ru < Ind, mivel Ru ¢ Hm < Ind? Ha igen, nem jelenti-e ez azt is,
hogy Ru individuum, vagyis individualizalhat6 osztaly, tehat halmaz, ellentétben azzal,
hogy korabban valddi osztalynak taldltuk? (A valaszhoz érdemes Ujra elgondolkodni

egy korabbi kérdésen: Mi a hasonldséag, és mi a kiilonbség < és € kozott?)

Tétel: ~h(Hm)
Bizonyitas: (Z)-bdl kovetkezik, hogy (K < a%) o h(K), vagyis hogy a halmaz része is
halmaz. Viszont Ru ¢ Hm. Tehat ha Hm halmaz, akkor a része is az. De bizonyitottuk,
hogy a része, vagyis Ru nem halmaz. Tehat Hm sem az. QED
Egy masik bizonyitas: Tegyiik fel, hogy h(Hm)! Ha valéban halmaz, akkor beirhaté a©
helyére a (K < a%) o h(K) tételben. Ru pedig K helyére irhato, mivel K tetszdleges
osztaly lehet. gy ez adodik: (Ru = Hm) > h(Ru)
Az imént bizonyitott tétel szerint e kondicionalis eldtagja igaz, kordbban pedig azt is
belattuk, hogy utétagja hamis, mert Ru valédi osztaly. Ezért maga a kondicionalis is
hamis. Am ez ellentmond annak, hogy egy igaz tételbe vald behelyettesitéssel jott 1étre.
Az ellentmondasért csak az lehet felelds, hogy a behelyettesités nem volt szabélyos.
Tehat Hm nem helyettesithetd egy halmaz helyére, vagyis ~h(Hm) QED
—» Milyen hibdk vannak a kovetkezd érvelésben? Ind minden individuumot magaban
foglal. A halmazok definici6 szerint olyan osztalyok, amelyek individuumok, rdaadasul

korabban ki is mutattuk: Hm < Ind. Tehat h(Hm).

crer
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VII. Hatvanyosztaly

po(K) =u x: h(x) & (x° < K)}
Kiolvasas: K osztaly hatvanyosztalydn azon individuumok osztalyat értjiikk, amelyek
halmazok, és elemeiknek osztilya része K-nak. = K osztily hatvanyosztalyan azon
halmazok osztalyat értjiik, amelyek részei K-nak. = K osztaly hatvdnyosztidlyan K
részhalmazainak osztalyat értjiik.
Mivel h(x) = (x° = x), ezért itt x° halmazt jelent. De a tétel nem Osszességként ragadja meg,
hanem elemein keresztiil.
Az elnevezés eredete az, hogy egy n elemil osztaly részeinek szama 2". Ha pedig ezeket a
részeket ugy adjuk meg, hogy elemeiket effektive felsoroljuk, akkor ezek a részek (H2) folytan
halmazok. Ezért po(K) a K osztaly 2" szamu részhalmazat foglalja magaba.
Szemléltetésiil tekintsiik az ABC egyjegyli betliit targyaldsi univerzumnak, és képezziink

ezen az univerzumon egyre nagyobb elemszamu K osztalyokat!

Az A képezhetd A részosztalyok/részhalmazok
K elemek | részosztalyok felsorolasa
szama szama
%) 0 2"=1 0
{a} 1 2'=2(=2x2" o, {a}
{a,b} 2 22=4(=2x2" o0, {a}, {b}, {a,b}
{a,b,c} 3 2’=8(=2x2% |0, {a}, {b}, {c},
{a,b}, {a,}, {b,c}, {a,b,c}
{a,b,c.d} 0, {a}, {b}, {c}, {d},
4 |2*=16(=2x2%) |{ab}, {ac}, {ad}, {bec}, {bd}, {cd},
{a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d}, {b,c,d},
{a,b,c,d}

Egy kiragadott példa: Az {a} osztalynak egyetlen eleme van, mégpedig a. Ennek ellenére két
olyan osztaly is van, amely részének tekinthetd: mégpedig a 0 és dnmaga. Az elobbi azért, mert a
0-nak egyaltalan nincsen eleme, tehat olyan eleme sincsen, amely {a}-nak nem eleme, marpedig:
Kcle~Ax[(xeK)&(x ¢ L))

Megjegyzés: A tablazatban azért 0, nem pedig {0} szerepel, mert {0}-nak van olyan eleme

(mégpedig 0), amely nem eleme {a}-nak, és ezért {0} nem része {a}-nak. Hasonlé okokbdl nem
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része {a}-nak az {0,a} osztaly sem. Ennek is van ugyanis olyan eleme (szintén a 0), ami nem
eleme {a}-nak.)
A tablazat harmadik oszlopabol az is kideriil, hogy ha egy osztaly elemeinek szamat

eggyel noveljik, akkor a részosztalyok szdma a kétszeresére no.

Tétel: 0 € po(K)
Kiolvasas: Az iires halmaz minden hatvanyosztalynak eleme.
Bizonyitas: A 0 egy individuum, egy halmaz neve. Ezért igaz ra h(x), vagyis olyan x-nek
0 része minden osztdlynak, mert nem igaz, hogy van olyan eleme, amely nem eleme
barmely osztalynak. Mivel pedig halmazok esetében (¢ = a), 0 beirhaté a definicid
masodik konjunkcids tagjaba.
Kovetkezmény: Minden hatvanyosztalynak van legalabb egy eleme, a 0.
po(K) #
Még az iires osztaly hatvanyosztalya, po(<J) sem iires. Egyetlen eleme a 0.
po(D) = {0}
Bizonyitas: po(D) =4 {x: h(x) & (x < D)}
A 0 az ires halmaz neve, tehat h(0); tovabba mivel (0° = &) és (D < O), ezért az
osztalyabsztrakci6 x = 0 esetére igaz. Tehat van egy olyan elem, amelyre igaz az
osztalyabsztrakcio6 predikatuma [a ,,¢”].
Mas ilyen elem azonban nincs, mert nincs még egy olyan individuum, amely halmaz, és

elemeinek osztalya iires, vagyis elemei osztalya része J-nak.

Tétel: h(a) o [a € po(a)]
Kiolvasas: Egy halmaz eleme sajdt hatvanyosztalyanak. (Itt figyelembe vettiik, hogy h(a)
= (a = a%)) = Egy halmaz eleme azon részei osztalyanak, amelyek halmazok.
Bizonyités: Alakitsuk 4t a tételt! Minden sor jobb oldalan olvashat6 az indoklasa.

h(a) o [a € po(a®)]

h(a) > [a € {x: h(x) & (x* ca")}] Po(K) =qr {x: h(x) & (x° = K)}

h(a) 5 [h(a) & (a° c a®)] D) ae x: px)] <a pla)

h(a) o [h(a) & 1] KcKexVx[xe K)o (x e K)o i
h(a) o h(a) A&i< A

A tétel tehat végsd soron tautologiat allit.
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(H4)
h(poe(a®))
Kiolvasas: Egy halmaz hatvanyosztalya maga is halmaz.
Hatvanyhalmaznak nevezziikk egy halmaz hatvanyosztalyat, hiszen ez (H4) szerint maga is
halmaz.
Oldjuk fel (H4)-ben a po kodot!
h({x: h(x) & (x" ca)})
Kiolvasas: Maga is halmaz azon halmazok osztalya, amelyek elemeinek osztalya
részosztalya egy individuum elemei osztalyanak.
—» Eleme-e egy osztalynak sajat hatvanyosztalya?
—» Eleme-e egy osztaly sajat hatvanyosztalyanak?
—» Része-e egy osztalynak sajat hatvanyosztalya?
—» Része-e egy osztaly sajat hatvanyosztalyanak?

—» Azonos-e egy osztaly sajat hatvanyosztalyaval?

A Tankonyv harom nehéz mondata

A.) ,,Ha kezdetben csak 6sobok lennének, ezek hatvanyhalmazanak elemei mar mindenképpen
halmazok lennének.”
Hogyan lehet 6soboknak hatvanyhalmaza?
1. Egyetlen a 6sobnak nincs hatvdnyhalmaza, mert nem definialt po(a), ahol a nem osztély.
—» Mutassa ki po(K) definicidjabol, hogy K nem lehet dsob.
2. Képezhetjiik viszont az OJsobok osztalydt = {y: ~h(y)}, ennek pedig mar van
hatvanyosztalya:
po({y: ~h(»)}) = {x: h(x) & x° < {y: ~h(»)}}
Alkalmazzuk a jobb oldalon a kovetkezd definiciot: K < L <4 Vz[(z € K) D (z € L)]
po({y: ~h(»)}) = {x: h(x) & V[ € x) > [z € {y: ~h())[]}
A kondicionalis utétagjaban kiiszoboljiik ki az osztalyabsztrakciot (D1) segitségével:
po({y: ~h(}) = fx: h(x) & Vz[(z € x°) > ~h()]}
Kiolvasas: Az 6sobok osztidlyanak hatvanyosztalyaba olyan halmazok [x] tartoznak,
amelyeknek csak dsobok [z] az elemei.

Ilyen halmaz [x] lehet példaul: {z}
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3. Alkalmas eljarassal az Osobokbdl halmazokat is képezhetiink. Ennek a halmaznak a
hatvanyosztalya mar a keresett hatvanyhalmaz. Ilyen eljaras lehet, hogy egyesével felsoroljuk
az 6sobokat, vagy egy olyan predikatumot keresiink, amely igaz néhany dsobra, és amelynek
terjedelme halmaz, nem pedig valddi osztdly. Az is megfeleld eljaras, ha tetszéleges Osob

elemeinek az osztalyat (a= = &) képezziik.

B.) ,,A hatvanyhalmazok follépése tehat egy olyan nevezetes pont, ahol a halmazelmélet
radikdlisan eltavolodik az individualis objektumok osztdlyokba soroldsdnak »naiv«
eszméjétol.”

A hatvanyhalmaz fogalmat és a rd vonatkoz6 posztulatumot bevezetve mar nem csak ugy
nyerhetiink halmazokat, hogy individuumok egy osztalyat képezziik, és egyszertien halmaznak
mindsitiink. (H4), amely végs6 elemzésben: h({x: {h(x) & (x° < a%)})] alakot 6lt, halmazok
[VO.:h(x)] osztalyat [VO.: {x:...}] mindsit halmaznak, igy mar Osszességek Osszességerol,

halmazok halmazarol beszél.

C.) ,,Bar halmazok halmazainak képzését mar (H2) és (H3) is lehetové teszik.”
Vagyis olyan dolgok 0Osszességér6l mondjak, hogy azok halmazok, amelyek maguk is
halmazok (lehetnek).
(H2) szerint h({a,b})
Itt a és b szerepében szerepelhetnek halmazok is. Ezért {a,b} akar halmazok halmaza is lehet.
(H3) szerint h(U(a®)) < h[{x: F[(x € y) & (v € a)]}]
(H3) tehat az osztalyabsztrakcidban megadott tulajdonsaggal biré x-ek osztalyat mindsiti
halmaznak. Ha ezek az x-ek maguk is halmazok, aminek nincsen akadalya [egyetlen feltétel,
hogy 3z(z € x) teljesiiljon], akkor (H3) halmazok [x] halmazanak képzését engedi meg.
—» Igaz-e, hogy po(K) elemei részei K-nak?
—» Igaz-e, hogy po(Hm) ugy is kiolvashat6, hogy halmazok halmazainak az osztalya?
—» Fennéll-e a kdvetkezd azonossag? po(Ind) = Hm
—» Tételezziik fel, hogy létrehoztuk az 6sszes halmazt, ami egy (nemiires) targyalasi
univerzum elemeibdl képezhetd! Igaz-e, hogy ekkor U(Hm) osztily a targyalasi
univerzum 0Osszes individuumat magaban foglalja? Ha igen, igaz-e az is, hogy W(Hm)

azonos terjedelmi a targyalasi univerzummal?
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VIII. Regularitas

Kezdjiik egy 0j posztulatummal, a regularitas vagy jolfundaltsag posztuldtumaval!
(HS)
@ =) >3IX[(x € @) & (X* N a® = )]
Kiolvasas: Ha egy halmaz nem iires, akkor van olyan eleme, amelynek az elemeit
tartalmazd osztallyal képzet metszete lires. ~ Nemiires halmaznak mindig van olyan
eleme, amellyel mar nincs k6zos eleme.
A kiolvasasnal figyelembe vettiik, hogy mivel a© # &, a posztulatumban szerepld a

mindenképpen halmaz, nem pedig 6sob, hiszen ~h(a) o (a© = &).

A.

Ha az a halmaz elemei kozott szerepel legalabb egy b 0sob, vagyis ha 3b[(bea) & ~h(b)],
akkor (H5) trivialisan igaz (vagyis nem kell posztulalni), hiszen a halmaznak és b Gsobnak
(H5) posztulatumtol fiiggetleniil sem lesz kozds eleme, mivel az §soboknak egyaltalan nincsen
elemiik.

Ebben az esetben (H5) igy egyszertiisithetd (jobb oldalon a bal oldal magyarazata):

(bea)o[(bea) & (b na®=D)] (b €a)>(a D)
bea)yo[(bea®)&(b"na=D)] (b € a) > (a° # D)
(bea)o[(bea®)&(DNa®=0T) bs =0
bea)o[(bea)&(D=0D)] DNa=J
(bea)o[(bea)&i] D=0 =i
(bea)o(bea) p&icp
(bea)o(bea) h(a)Da“=a

Ez pedig valdban tautologia, logikai igazsdg, amelyre nem kell posztuldtumbol
kovetkeztetni. S6t alulrdl felfelé haladva, az egymasra kovetkezd 1épések (HS) specialis

esetének levezetéseként olvashatok.

B.
Ha a minden eleme halmaz, vagyis ha ~3b[(b € a) & ~h(b)], akkor (H5) mar nem levezethetd.
Ellenkezdleg: olyan halmazok esetén, amelyeknek minden eleme halmaz, (HS) posztulatumbol

olyan informaciok nyerheték, amelyek mashonnan nem.
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1. Tegyiik fel, hogy egy {a,b} halmaz elemei kdz6tt az alabbi viszony all fenn!
aeb és bea
Itt (HO) értelmében a és b egyarant halmaz, mivel mindkettonek van eleme.
b, illetve a igy is megnevezhetd:
b={ab} b
a={ab}Na

—» Bizonyitsa e tételeket. Segitségiil tekintse at Gjra a Halmazelmélet VI./B./I.

pontjaban mondottakat!
Ezért az a és b halmazok kozott feltételezett viszonyt igy is felirhatjuk:
ac({ablnb) ES be ({ab}na)
(Figyelem! A Tankdnyvben a (6) sor bal és jobb oldala az alatta levé képlet jobb és bal
oldalanak felel meg. Az oldalak tehat a masodik sorban fel vannak cserélve. Ebben a sorban
szerencsés volna az ,,e€” masodik argumentumat zaro6jelbe tenni.)
Ezekben a képletekben szerepel az {a,b} halmaz. Mivel ez a halmaz elemeinek felsorolasaval
definialt, biztos, hogy egyarant eleme a is és b is.
Csakhogy:
e Az ES bal oldalén azt latjuk, hogy az a nemcsak {a,b} halmaznak eleme, hanem b-nek is.

Tehat a kozos eleme {a,b}-nek és b-nek.
e Az ES jobb oldalan azt ltjuk, hogy a b nemcsak {a,b} halmaznak eleme, hanem g-nek is.
Tehat b kozos eleme {a,b}-nek és a-nak.

Tehat {a,b}-nek két eleme van, a és b, és mindkét elemével van kozos eleme: b illetve a. Ezt
azonban (H5) kizarja.

—» Magyarazza el, miért zarja ki!
Nem tarthatd tehat a feltevésiink, amely szerint (a € b) és (b € a). Vagyis kizarolag vagy
(aeb), vagy (bea) allhat csak fenn. (kizard értelmii vagy!)

(aeb)>(bea)
Kiolvasas: Két halmaz nem lehet kolcsondsen eleme egymasnak.

Mivel a tétel oldalai nem cserélhetdk fel, a > sem cserélhetd = -ra.
Eredményiinket igy is 0sszegezhetjiik: A € jel aszimmetrikus. (Egy R relacié aszimmetrikus, ha

VxVy(Rxy D ~Ryx).)
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2.
Helyettesitsiink b helyére a-t!
(aea)>(a¢a)
Ebbdl a PC szerint (a ¢ a) kovetkezik.
Bizonyitads. Ha ez a kondicionalis igaz, akkor lehetetlen, hogy az eldtagja igaz legyen.
Hiszen akkor egy (i © h) kondicionélis volna igaz.
Ha az elétag hamis, akkor a kondiciondlis igazsdganak megtartdsa mellett az utotag
elvileg egyarant lehet igaz és hamis.
o Tegyiik fel, hogy hamis. Ekkor negaltja, (a € a), igaz. De ezt mint elétagot hamisnak
vettlik. Tehat az utétag nem lehet hamis.
e Tehat a kondicionalis a PC szerint csak akkor lehet igaz, ha utotagja, (a ¢ a) igaz (és
el6tagja hamis).
—» Bizonyitsa a tételt analitikus tablazattal! (Segitség: (a € a) helyére irjon p-t!)
Eredményiinket igy is Osszegezhetjiik: A € jel irreflexiv. (Egy R relacio irreflexiv, ha

Vx~(xRx).)

Az (a ¢ a) tétel igaz az 6sobjektumokra is, de azokra definicidjuk ~h(a) és (H0) alapjan. (H0)
ugyanis kontraponalva azt mondja, hogy ami nem halmaz, annak nincs eleme, igy az dsobok
nem lehetnek 6nmaguk elemei. (H5) most a halmazokra is kijelenti ezt a tételt.
Tehat a tétel minden individuumra igaz.

—» Igaz-e az (ag¢a) tétel osztalyokra is?

—» Lehetséges-e, hogy (z € y) és (y € x) és (z € x)?

—» Igaz-e, hogy a € (a U b), feltéve, hogy a ¢ y?

crcr

Ru ¢ Hm mellett az is, hogy Ru = Hm!
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IX. Posztulatumok, definiciok és a legfontosabb tételek

POSZTULATUMOK
(HO0) 3x(x € @) o h(a)

HD) h(a)oh(®) o Vx[(x € a)=(x € b)] o (a=b)

(H2) h({a,b})

(H3) h(U(a%))

(H4) h(po(a®))

H5) (a° # D) 2 Ix[(x € a°) & (x" M a® = D)]
(Z) h(a® N K)

DEFINICIOK
D) a e {x: Ppx)} <ur Pa)
(D2) (K = L) < Val(x € K) = (x € L)]
D3) (a=K) <4 h(a) & Vx[(x € a) =(x € K)]
(D4) (K € b) <4rdal(a=K) & (a € b)]
DS5) (K € L) <¢eTal(a=K) & (a € L)]
(D6) h(K) <4 Ja(a = K)
(D7) Ind =4 {x: (x=x)}

Hm =4 {x: h(x)}

Ru =4 {x: h(x) & (x ¢ x)}
D =g {x: (x#x)}
KUL=g¢{x: xeK)Vv(xel)
K-L=g¢{x: xeK)&(xel)}
KnL=g{x(xeK)&(xel)}
UK =gt {x: Dl(x €9) & (v € K]}

N(K) =4 {x: Vy[(y € K) D (x € y)] & Iy € K)}

KcLsgVx[(x e K)D(x e L)
KclogKc L& (K#L)

a =4 {x: (x € a)}

Po(K) =4 {x: h(x) & (x" = K)}

(0) <4 dalh(a) & ~Ix(x € a) & pla)]

TETELEK
h(a) = (a =a")

(D)=
D)=

h(<)

h(U(9))

<=0

h({a})

h(U({a.b}))
U({a,b})=a" U b
h(a® U b°)

[h(a) & h(b)] D h(a U b)
h(K) > h(K U {c})
(Kca®)= [ NnK)=K]
(K < a%) > h(K)
(a*-K)ca“

h(a® - K)

h(a® M b°)

h(a® - b%)

~h(a) o (a #K)
h(9) < Ja[h(a) & ~Ix(x € a)]
~h(Hm)

~h(Ind)

~h(Ru)

Ru c Hm c Ind
Ru=Hm

0 € po(K)

po(K) # &

po(D) = {0}

h(a) > [a € po(a”)]
a={ab}Na
(aeb)o(b¢a)
a¢a

h(a) o (aca)
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